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在 迄今 为 止 我 所 读 到 的 模 态 逻辑 著作 中 ， 该 书包 含 的 数学 最 为 复杂 。 而 且 ， 该 书 的 语 
言 表达 清晰 明朗 ， 是 读者 可 以 期 待 范本 特 姆 做 到 的 。 这 是 一 本 理想 的 著作 ， 可 以 让 当代 的 
数学 家 们 认识 到 模 态 逻辑 不 仅 重 要 而 且 也 十 分 有 意思 。 


一 一 R. A. fifi: 关于 《 模 态 逻辑 和 经 典 逻 辑 》 的 书评 
《符号 逻辑 杂志 》 ，1987，52 (2) 

模 态 逻辑 让 我 们 意识 到 逻辑 在 表达 力 方面 的 微细 结构 ，。 
一 一 范本 特 姆 《思想 开放 者 的 模 态 逻辑 》， 斯 坦 福 语 言 和 信息 研究 中 心 ， 
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M E F 


逻辑 学 是 一 门 古老 的 学 科 ， 它 的 历史 可 以 追溯 到 古 希腊 、 印 度 和 中 国 。 钦 辑 
学 发 展 到 今天 ， 已 成 为 一 门 基础 学 科 ， 越 来 越 具 有 交叉 性 。 许 多 学 科 ， 从 数学 到 
人 文学 科 、 从 计算 机 科学 到 社会 科学 ， 在 这 里 交汇 。 所 以 ， 进 入 逻辑 的 世界 将 会 
使 我 们 掌握 整个 学 术 研究 领域 的 基础 、 工 具 和 方法 。 

约翰 ' 范本 特 姆 是 当今 著名 的 逻辑 学 家 。 他 从 20 世纪 70 年 代 开始 就 活路 在 
逻辑 研究 的 很 多 领域 ， 是 发 展 这 种 现代 逻辑 观 的 领军 人 物 。 他 的 学 术 研究 不 仅 涉 
及 纯粹 的 数学 基础 领域 ， 而 且 还 涉及 许多 其 他 的 应 用 领域 。 约 坦 . 范本 特 姆 是 著 
名 的 阿姆斯特丹 大 学 的 逻辑 、 语 言 和 计算 研究 所 的 创始 人 。 他 是 欧洲 小 辑 、 语 言 
和 信息 学 会 的 第 一 任 主席 。 同 时 ， 他 还 是 斯 坦 福 大 学 的 哲学 教授 ， 是 中 山大 学 的 
客座 教授 。“ 逻 辑 之 门 ”这 套 从 书 的 宗旨 是 让 中 国 的 读者 更 系统 地 了 解 他 的 学 术 
研究 及 他 对 逻辑 未 来 发 展 趋势 的 一 些 看 法 。 从 书包 括 约 翰 . 范本 特 姆 的 经 典 论文 
和 专著 的 译文 。 这 些 著作 涉及 的 主题 有 ; 关于 信息 、 进 程 和 智能 互动 的 模 态 小 
辑 ; 自然 语言 中 范畴 语法 和 量词 语义 的 逻辑 ;逻辑 与 认识 论 和 科学 方法 论 之 间 的 
相互 影响 。 

总 之 ， 本 从 书 将 会 呈现 给 读者 一 个 碾 新 而 活路 的 研究 领域 ， 在 这 里 逻辑 、 哲 
学 、 数 学 、 计 算 机 、 语 言 学、 社会 科学 和 认 知 科学 之 间 互 相交 叉 和 渗透 。 本 从 书 
的 译 者 都 是 活跃 在 中 国 逻 辑 界 从 事 现 代 逻 辑 教学 和 研究 的 学 者 ， 他 们 的 工作 将 会 
为 读者 开启 一 扇 进 入 广阔 的 逻辑 世界 的 学 术 之 门 ， 也 将 会 对 进一步 开展 国际 学 术 
交流 、 全 面 实现 中 国 的 逻辑 研究 现代 化 、 实 现 中 国 的 逻辑 研究 同 国际 逻辑 研究 水 
平 的 全 面 接轨 起 着 巨大 的 促进 作用 。 遵 诸位 忘 年 友之 嘱 ， 是 为 译 序 。 


张 家 龙 
2007 4F 7 A 24 H 


作 者 序 


模 态 逻辑 产生 于 20 世纪 初期 。 当 时 ， 模 态 逻 辑 是 用 来 分 析 哲学 概念 的 一 个 
工具 ， 譬 如， 对 必然 和 可 能 的 概念 以 及 具有 类 似 结 构 的 其 他 概念 进行 分 析 。 照 
此 ， 模 态 逻 辑 似乎 是 外 延 经 典 逻辑 的 一 种 附加 物 ， 在 某 种 意义 上 说 ， 甚 至 是 对 经 
典 逻 辑 的 一 种 背离 。 然 而 ，1960 年 左右 可 能 世界 语义 学 产生 时 ， 最 突出 的 一 个 
成 就 是 发 现 了 模 态 公 理 和 可 能 世界 可 及 关系 的 经 典 条 件 之 间 的 密切 关系 。 例 如 ， 
模 态 逻辑 S4 对 于 自 返 传递 模型 是 完全 的 。 紧 接着 许多 类 似 的 结果 出 现 。 但 是 ， 
直到 1970 年 左右 大 家 才 找 到 这 种 联系 更 为 一 般 的 原因 。 本 书 就 是 从 语义 的 角度 
对 这 些 原因 进行 探讨 。 本 书 既 包 插 此 项 研究 在 20 世纪 70 年 代 的 状态 ， 也 包括 近 
年 来 的 一 些 后 继 工作 。 

模 态 逻辑 和 经 典 逻 辑 的 一 个 重要 联系 是 模 态 公式 到 一 阶 公式 的 所 谓 “ 标 准 翻 
译 ”， 这 样 得 到 的 一 阶 公式 在 可 能 世界 关系 模型 上 等 值 于 模 态 公 式 。 因 此 ， 我 们 
可 以 把 基本 的 模 态 语言 看 做 是 一 阶 语言 的 一 个 可 判定 的 片段 ， 这 个 片段 是 经 典 逻 
辑 典 型 的 可 用 部 分 。 事 实 上 ， 这 个 部 分 可 以 通过 非常 具体 的 语义 方式 来 刻画 ， 即 
在 模型 之 间 它 是 对 互 模拟 不 变 的 。 这 就 形成 了 对 模 态 语言 (包括 基本 模 态 语言 的 
扩展 ) 的 一 般 看 法 : 模 态 语言 是 一 阶 语言 的 一 个 精心 选择 的 片段 ， 它 既 有 一 定 的 
表达 力 又 有 很 好 的 计算 属性 。 实 际 上 ， 这 就 得 到 了 经 典 逻 辑 的 一 个 “微细 结 
构 ”"”， 它 们 以 一 族 模 态 形式 系统 出 现 ， 这 些 系 统 本 身 的 性 质 和 相互 之 间 的 关系 仍 
然 是 当今 研究 的 热门 领域 。 

不 过 ， 还 可 以 从 另外 一 个 视角 看 问题 ; 不 管 如 何 解 释 公 理 中 的 原子 命题 ， 我 
们 都 可 以 把 模 态 公理 看 做 是 在 表述 纯粹 可 及 关系 之 间 的 性 质 。 如 果 这 样 思考 问 
题 ， 模 态 语 言 就 变 成 了 二 阶 语言 的 一 个 片段 。 我 们 知道 ， 二 阶 语言 是 对 命题 (被 
看 做 是 世界 的 集合 ) 进行 量化 。 这 就 是 本 书 “ 对 应 理论 ”的 切入 点 。 书 中 探讨 
了 由 模 态 公理 表达 的 关系 属性 的 结构 ， 首 先 从 一 些 有 趣 的 现象 人 手 ， 即 具有 哲学 
传统 的 许多 模 态 逻辑 可 以 证 明 是 在 定义 可 及 关系 简单 的 一 阶 属性 ， 有 各 种 各 样 的 
定理 来 对 此 做 出 解释 。 此 外 ， 更 复杂 的 情形 也 得 到 了 研究 。 例 如 ， 可 证 性 逻辑 中 
的 洛 伯 公 理 ， 它 定义 的 性 质 不 是 一 阶 的 ， 因 此 更 复杂 。 最 后 ， 我 们 还 利用 一 些 在 
研究 模 态 技巧 时 获得 的 经 验 来 探讨 二 阶 逻 辑 。 





作 者 序 





本 书 技术 性 很 强 ， 对 许多 问题 的 研究 成 果 最 终 都 体现 为 一 些 数学 定义 、 定 理 
和 新 方法 。 在 本 书 的 第 二 部 分 ,我们 还 增加 了 几 篇 新 近 的 技术 性 论文 ， 用 最 新 的 
例子 说 明 这 样 的 研究 和 观点 在 今天 仍然 很 活跃 。 

也 许可 以 说 ， 本 书 的 关键 是 要 发 展 模 态 逻辑 和 经 典 逻 辑 并 行 的 观点 。 我 们 找 
到 了 两 者 之 间 的 联系 ， 对 此 进行 了 系统 的 研究 ， 得 到 各 种 各 样 的 结果 。 从 数学 的 
观点 看 ， 好 的 思想 可 以 在 两 个 方向 流动 。 一 方面 ， 我 们 用 经 典 模型 论 和 代数 的 技 
巧 证 明 模 态 逻 辑 中 的 一 些 结果 ; 另 一 方面 ， 我 们 也 用 模 态 的 技巧 证 明 经 典 逻 辑 的 
新 结果 。 从 哲学 的 观点 看 ， 那 种 反对 “ 非 经 典 ” 的 模 态 逐 辑 、 寻 求 经 典 逻 辑 和 
非 经 典 逻 辑 之 间 严 格 分 界线 的 做 法 变 得 毫 无 意义 。 事 实 上 ， 模 态 逻 辑 和 经 典 逻 辑 
之 间 的 关系 相当 和 谐 ， 在 很 多 方面 它们 都 是 相互 关联 的 。 确 切 地 说 ， 模 态 词 像 量 
i], ， 而 量词 也 像 模 态 词 。 

这 本 专著 的 很 多 材料 一 直 以 来 都 不 太 容易 获得 。 因 此 ， 我 非常 感谢 张 清 宇 研 
究 员 主动 提出 要 翻译 此 书 ， 也 非常 感谢 他 和 刘 新 文博 士 为 翻译 付出 的 辛劳 。 同 
时 ,我 也 感谢 “ 庚 辑 之 门 ”系列 从 书 的 主编 刘 奋 荣 为 本 书 的 出 版 所 做 的 努力 。 


约翰- 范本 特 姆 
2009 年 5 月 


译 者 序 


约翰 ， 范本 特 姆 教授 是 当今 最 著名 的 逻辑 学 家 之 一 ， 学 术 研究 涉及 模 态 逻 
辑 、 语 言 逻辑 、 博 弈 逻辑 及 逻辑 哲学 等 领域 。 从 20 世纪 70 年 代 到 现在 ， 他 出 版 
了 6 部 专著 和 约 450 篇 学 术 论文 ， 主 编 了 4 部 具有 权威 性 的 逻辑 手册 ， 其 影响 从 
学 术 界 对 他 著作 的 引用 程度 可 见 -一 斑 。 本 书 得 到 了 阿姆斯特丹 大 学 的 支持 ， 吕 在 
将 范本 特 姆 教授 的 著作 翻译 成 中 文 ， 使 其 在 中 国内 地 、 香 港 和 台湾 等 华语 地 区 得 
以 更 为 广泛 的 传播 。 

本 书 作 为 四 卷 本 翻译 项 目 中 的 第 三 卷 ， 共 分 上 、 下 两 篇 ， 上 篇 是 作者 在 其 
1976 年 的 博士 学 位 论文 基础 上 出 版 的 《 模 态 逻辑 和 经 典 逻 辑 》 一 书 ， 是 本 翻译 
项 目 中 唯一 一 部 专著 ， 下 篇 是 作者 2005 年 以 来 发 表 在 《符号 逻辑 杂志 》 等 刊物 
上 的 三 篇 论文 ， 主 要 内 容 都 是 范本 特 姆 教授 20 世纪 70 年 代 以 来 对 逻辑 学 研究 最 
著名 的 贡献 一 一 “ 模 态 对 应 理论 "。 对 应 理论 、 完 全 性 理论 以 及 对 偶 理 论 并 称 为 
模 态 逻 辑 研究 中 的 三 大 支柱 理论 。70 年 代 ， 范 本 特 姆 教授 研究 了 模 态 语言 的 数 
学 模型 论 和 它们 跟 一 阶 及 二 阶 逻辑 的 联系 ， 创 造 了 一 个 系统 的 、 论 述 框架 类 的 模 
态 对 应 理论 ， 主 要 结果 包括 初等 模 态 公式 的 刻画 、 典 范 可 定义 模 态 框架 类 的 刻画 
以 及 模 态 可 定义 性 结果 向 二 阶 逻 辑 的 推广 。 这 一 研究 还 引出 模型 之 间 的 互 模拟 
(bisimulation) 概念 ， 也 因 有 断定 模 态 语言 应 刻画 为 由 那些 对 互 模拟 不 变 的 一 阶 
公式 所 组 成 的 定理 而 更 为 突出 。 这 工作 在 方法 论 上 的 主要 冲击 就 在 于 “并 行 观 点 
(tandem view) ”的 重要 性 ， 模 态 观点 和 经 典 观点 同时 用 于 理论 和 实践 。 关 于 这 
一 领域 的 最 新 综述 ， 请 参阅 范本 特 姆 教授 为 影响 巨大 的 多 卷 本 《哲学 逻辑 手册 》 
撰写 的 章节 “对 应 理论 "; 这 一 综述 已 经 在 本 丛书 第 一 卷 《逻辑 、 信 息 和 互动 》 
作为 第 一 章 出 版 了 ， 译 者 为 刘 奋 荣 和 余 俊 伟 。 同 时 ， 范 本 特 姆 教授 专门 为 本 书 扎 
号 了 “作者 序 "， 并 为 上 、 下 两 篇 分 别 撰写 了 新 的 引 论 ， 详 细 介绍 了 这 一 主题 的 
历史 背景 和 研究 动机 ， 对 于 读者 把 握 本 书 的 精髓 并 对 模 态 对 应 理论 进行 深入 研究 
都 将 起 到 极其 重要 的 作用 。 

本 书后 面 有 两 个 附录 ， 其 中 的 “附录 一 : 约翰 范本 特 姆 小 传 ” 为 我 们 从 
整体 上 快速 了 解 范本 特 姆 教授 对 逻辑 学 的 贡献 提供 了 一 个 捷径 。 

本 书 在 翻译 过 程 中 得 到 过 许多 人 的 帮助 。 中 国政 法 大 学 逻辑 研究 所 的 硕士 生 


. V >» 
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谢 唯 彬 、 张 娟 在 整理 和 录 人 方面 提供 了 大 量 的 帮助 ， 书 中 的 很 多 图 形 和 公式 是 在 
清华 大 学 哲学 系 博士 生 马 明 辉 的 帮助 下 处 理 完 成 的 ， 浙 江 大 学 人 文学 院 博 士 后 衷 
江 杰 详细 阅读 了 本 书 初稿 ， 并 对 译文 提出 了 大 量 有 益 的 意见 和 建议 ， 简 直 可 以 作 
为 本 书 校对 者 之 一 列 于 封面 。 当 然 ， 我 们 还 是 希望 广大 读者 朋友 对 于 我 们 的 翻译 
工作 提出 任何 形式 的 批评 、 意 见 和 建议 ， 以 促进 我 们 今后 工作 的 提高 。 根 据 以 往 
的 经 验 ， 为 了 便于 读者 查阅 ， 我 们 把 上 篇 书 中 的 索引 以 及 下 篇 论文 中 出 现 的 术 
语 、 人 和 名 翻译 之 后 ， 另 外 做 了 一 个 术语 和 人 名 的 “ 汉 英 对 照 ”作为 附录 二 的 次 
级 附录 。 

在 翻译 的 过 程 中 ， 刘 奋 荣 做 了 大 量 的 准备 ， 并 承担 了 本 书 的 最 后 校对 工作 ， 
我 们 就 遇 到 的 问题 和 作者 之 间 进 行 了 大 量 的 电子 邮件 联系 ， 还 在 作者 对 北京 的 多 
次 学 术 访 问 期 间作 了 当面 交流 ， 对 于 本 书 的 效率 和 质量 起 了 重要 作用 。 本 书 完稿 
时 正 值 范本 特 姆 教授 访问 北京 ， 我 们 于 2008 年 10 月 在 清华 大 学 举办 了 一 个 小 型 
的 研讨 会 ， 译 者 和 作者 进行 了 富有 成 效 的 交流 。 该 会 议 得 到 了 中 国 逻 辑 学 会 的 大 
力 支持 。 | 

我 们 对 以 上 提 到 的 所 有 人 员 和 单位 表示 衷心 的 感谢 ! 同时 感谢 阿姆斯特丹 大 
学 对 本 项 目的 资助 ， 感 谢 科 学 出 版 社 科学 人 文 出 版 中 心 胡 升华 主任 和 郭 勇 研 编辑 
为 本 书 的 出 版 所 付出 的 艰辛 劳动 ! 





中 国 社会 科学 院 哲 学 所 逻辑 室 
KAS MT 
2009 年 5 月 
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本 书 是 我 的 博士 论文 “ 模 态 对 应 理论 ”5 和 补充 报告 “作为 二 阶 逻辑 的 模 态 
逻辑 ” 呈 的 一 个 改 述 。 我 想 要 重复 我 在 前 者 中 所 作 的 谢 辞 。 

我 的 “导师 ” 洛 伯 和 “校外 审查 员 ” 托 马 森 以 他 们 建设 性 的 批评 给 予 了 我 
无 价 的 帮助 。 我 也 非常 感谢 艾 克 霍 恩 - 皮 格 女士 ， 感 谢 她 用 打字 机 打出 了 我 的 博 
十 论文 和 补充 报告 。 实 际 上 ， 阿 姆 斯 特 丹 大 学 逻辑 和 数学 基础 教研 室 (Vakgroep 
Logika en Grondslagen van de Wiskunde) 的 全 体 工作 人 员 一 直 是 我 所 获得 的 鼓励 、 
忠告 和 经 常 性 积极 帮助 的 一 个 永 不 枯竭 的 源泉 。 这 里 我 特别 提 到 布 洛克 、 村 芯 、 
sik (在 博士 论文 撰写 的 关键 阶段 他 非常 悚 慨 地 给 予 了 我 帮助 以 及 特 鲁 斯 特 
拉 。 至 于 活跃 在 模 态 逻辑 领域 的 人 们 ， 我 从 法 因 、 戈 德 布 拉 特 、 萨 奎 斯 特 、 塞 格 
伯 格 和 托 马 森 等 人 的 论著 中 学 到 了 许多 东西 。 

我 还 应 当 感谢 在 克拉 科 (Krakow) 的 Jagiellonian 大 学 的 佩 扎 诺 夫 斯 基 ， 没 
有 他 的 耐心 劳作 这 本 书 就 不 会 存在 。 由 于 事情 的 发 展 超越 了 他 和 我 的 控制 ， 从 
1978 年 本 书 的 完成 到 正式 出 版 经 历 了 一 段 漫长 曲折 的 路 程 ， 由 荷兰 经 波兰 直到 
意大利 。 正 是 冈 特 纳 主 持 了 这 一 游程 的 最 后 阶段 ， 终 至 成 书 出 版 。 

不 过 ， 最 应 该 感谢 的 是 我 的 父母 ， 谨 以 此 书 献 给 他 们 : 

布雷 姆 : 范本 特 姆 
SUE + 埃 杰 蒙特 
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本 书 的 主体 内 容 是 我 1977 年 的 博士 论文 “ 模 态 对 应 理论 ” 。 论 文 的 指导 老 
师 是 洛 伯 教 授 (M. H. Lib) 。 论 文 的 完成 也 得 到 了 其 他 几 个 同事 的 帮助 ， 我 想 
在 这 里 提 到 的 有 : 布 洛克 CW. J. Blok), MR (D.H. J. de Jongh), HAR 
(S. K. Thomason) 以 及 特 鲁 斯 特 拉 (CA. S. Troelstra ) 。 后 来 ， 我 的 人 研究 得 益 于 
跟 许 多 模 态 逻辑 学 家 的 交往 ， 璧 如 法 因 (K. Fine), #8 (D. Gabbay), %&% 
德 布 拉 特 (R.I Goldblat) 、 塞 格 伯 格 (K. Segerberg), 还 有 很 多 其 他 人 。 当 
时 ， 在 完成 了 博士 论文 之 后 ， 我 还 有 不 少 进一步 的 想法 ， 于 是 写 了 一 些 后 继 报 
告 和 一 系列 的 论文 ， 发 表 在 《符合 逻辑 杂志 》 (Journal of Symbolic Logic), KE 
RY (Studia Logica) 和 《理论 》(Theoria) 上 ， 从 而 形成 了 本 书 的 主要 
材料 。 

以 上 研究 的 结果 就 得 到 了 对 应 理论 ， 这 对 于 20 世纪 70 年 代 模 态 逻 辑 的 “ 数 
学 转向 ”是 很 典型 的 ， 这 使 得 模 态 逻辑 的 发 展 远 远 超 越 了 它 的 哲学 的 历史 根源 。 
特别 是 ， 模 态 逻 辑 与 一 阶 逻 辑 和 二 阶 膛 辑 之 间 的 联系 也 得 到 了 深入 的 探讨 。 许 多 
结果 现在 已 经 成 为 模 态 逻辑 的 标准 主题 ， 例 如 ， 萨 奎 斯 特 CH. Sahlqvist) 对 应 定 
理 ， 戈 德 布 拉 特 - 托 马 森 定理 ， 还 有 很 多 我 自己 用 来 分 析 与 模 态 公理 对 应 的 关系 
属性 的 结果 利 方法 。 我 们 可 以 从 两 个 方向 看 待 对 应 理论 : 一 方面 ， 给 定 的 模 态 公 
理 表达 的 是 什么 ; 另 一 方面 ， 哪 些 经 典 性 质 能 够 用 模 态 公式 表示 ? 而 且 ， 对 应 理 
论 使 用 了 各 种 各 样 的 技巧 ， 从 模型 论 到 泛 代 数 ， 此 外 ， 我 们 也 讨论 了 演绎 系统 、 
完全 性 定理 和 不 完全 性 现象 等 。 

这 部 专著 的 一 个 简要 概述 是 1984 年 出 版 的 《哲学 逻辑 手册 》 中 的 “对 应 理 
论 ” 的 那 一 音 。 那 一 章 的 最 新 版 本 已 经 被 译 成 中 文 ， 包 括 在 “人 逻辑 之 门 ”第 一 
卷 中 。 新 版 本 叙述 了 本 书 的 研究 之 后 出 现 的 一 些 发 展 。 这 里 我 想 提 及 一 些 : 1993 
年 的 论文 “再 次 讨论 模 态 框架 类 ” (Fundamenta Informaticae, 18: 2/3/4, 307 ~ 
317) ， 这 篇 论文 给 出 了 戈 德 布 拉 特 - 托 马 森 定理 的 纯 模型 论 的 证 明 ， 也 进一步 分 
析 了 代数 方法 和 模型 论 方法 的 关系 。 还 有 ， 腾 卡特 (B. ten Cate) 的 博士 论文 
“扩展 模 态 语言 的 模型 论 ” (Institute for Logic, Language and Computation, Universi- 
ty of Amsterdam, 2005 ) ， 他 解决 了 本 书 提 到 的 几 个 开放 的 问题 ， 特 别 是 关于 在 带 
命题 量词 的 语言 中 如 何 刻画 模 态 可 定义 性 的 问题 。 最 后 ， 由 布 理 〈R. A. Bull) 
撰写 的 关于 本 书 的 一 个 书评 ， 发 表 在 《符号 逻辑 杂志 》[1987, 52 (2): 557 ~ 
558], ， 也 值得 一 读 。 

最 后 ， 我 想 谈 谈 关于 本 书 出 版 的 故事 。 这 本 书 的 手稿 一 完成 ， 我 的 朋友 佩 扎 
诺 夫 斯 基 (J. Perzanowski) 就 建议 在 华沙 的 Ossolineum 出 版 社 出 版 ， 我 甚至 事先 
得 到 一 笔 稿酬 ， 于 1980 年 在 波兰 开 了 一 个 银行 账户 。 读 者 可 以 想象 ， 这 对 于 一 
个 西方 还 辑 学 者 而 言 ， 可 算得 上 是 一 件 惊险 的 事情 …… 不 幸 的 是 ， 波 兰 的 出 版 未 
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AERD. RA, ERREA (F. Guenthner) 的 提议 下 ， 这 本 书 于 1983 年 在 那 不 勒 
斯 的 Bibliopolis 出 版 社 出 版 。 本 书 的 出 版 得 到 了 该 出 版 社 老板 兼 创建 人 佛 朗 哥 
(Francesco del Franco) 的 支持 ， 他 相信 出 版 的 文化 价值 ， 也 相信 要 在 长 时 间 的 晚 
宴 与 意大利 美酒 中 讨论 关于 出 版 的 事情 。 我 感谢 在 我 学 术 生涯 的 形成 阶段 所 有 这 
些 人 给 予 的 热情 支持 和 鼓励 。 
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关于 此 书 内 容 的 研究 始 于 1972 年 。 这 一 研究 受 启 发 于 克拉 贝 (EC. W. 
Krabbe) 5 所 中 所 作 的 一 个 说 明和 塞 格 伯 格 在 论文 !2i 中 所 作 的 一 个 讨论 。 后 一 论文 
专注 于 证 明 模 态 侯 辑 的 完全 性 定理 ， 下 述 结果 是 其 一 个 简单 的 例子 。 一 个 模 态 逻 
辑 为 由 p 一 Lp 公理 化 的 正规 模 态 逻 辑 〈 这 里 “Z ”表示 “ 必 然 ") ， 当 且 仅 当 它 
在 所 有 其 择 代 关 系 具有 传递 性 的 框架 上 成 立 ( 称 一 个 模 态 公式 为 在 一 个 克 里 普 克 
(S. A. Kripke) 框架 上 成 立 ， 是 指 它 在 该 框架 上 的 每 一 个 赋值 下 都 为 真 ) 。 接 着 克 
拉 贝 观察 到 ， 在 任意 一 个 克 里 普 克 框 架 上 ，Ip 一 *Lip 成 立 ， 当 且 仅 当 该 框架 的 择 
代 关 系 具有 传递 性 。 换 句 话说， 他 给 出 了 模 态 公式 Lp Llp 和 定义 传递 性 的 一 阶 
语句 VxVy (Roy 一 Vz (Ryz—Raz)) 之 间 的 一 个 直接 的 对 应 。 

由 于 算 子 工 在 克 里 普 克 语 义 中 的 作为 就 像 一 个 受 限 的 全 称 量词 《对 于 在 其 中 
进行 计 值 的 世界 的 所 有 R- 后 继 ) ， 故 而 在 上 述 两 个 公式 之 间 有 一 种 语 形 上 的 相似 
性 ， 二 者 都 包含 有 两 个 这 类 量词 的 一 个 峙 套 序 列 。 这 个 简单 的 观察 开启 了 一 种 研 
究 ， 即 把 那些 表达 一 阶 关系 性 质 的 模 态 公式 翻译 成 描述 这 些 性 质 的 一 阶 公式 的 语 
形 转换 过 程 。 菲 奇 (F. B. Fitch) 的 论文 CI 为 形 如 M Map 一 Mi Map 【这 里 
k=0, 120, “M” RIR “TBE”, “M, RIR “Mo (kK) …M”, FHM =L 
或 者 M (1<i<k+1)] 的 模 态 公式 构造 这 样 的 等 价 式 ， 可 作为 此 项 研究 的 一 个 
进一步 的 激励 。 可 惜 ， 在 1973 年 ， 有 结果 表明 以 此 方式 得 到 的 结果 已 经 由 萨 奎 
斯 特 给 出 !%] 。 不 过 ， 得 到 它们 的 方法 仍 具 有 某 种 独立 的 趣味 ， 因 而 将 在 第 9 章 
中 阐述 。 

当 系统 表述 定义 一 阶 性 质 的 模 态 公式 的 语 形 标准 时 《上述 研究 的 一 个 必要 条 
件 ) ， 重 要 的 是 要 有 一 种 方法 来 说 明 某 些 模 态 公式 并 不 定义 这 类 性 质 。 依 据 于 骆 
文 汉 姆 -斯 科 伦 定理 的 一 个 应 用 ， 这 样 的 方法 被 发 现 并 发 表 在 [1] 中 ,此 结果 
表明 我 们 所 熟知 的 公式 LMp 一 MIp 并 不 定义 择 代 关系 的 一 阶 性 质 。 报 告 [10] 概 
述 了 那 一 阶段 (1974 FÆ) 得 到 的 结果 以 及 在 时 态 逻 辑 方面 的 一 些 应 用 。 同年 
夏天 ， 上 述 两 种 方法 的 一 个 组 合 应 用 产生 了 关于 哪些 模 态 归 约 原理 定义 一 阶 性 质 
的 问题 的 一 个 完全 语 形 的 回答 。 模 态 归 约 原理 〔 这 一 名 称 归 于 菲 奇 ) 就 是 形 如 
M -Mp>M, 0 M, up [RE k>0, 120, IFAM, = 工 或 者 M (1<i<k+l)] 
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的 模 态 公 式 。 注 意 ,， 许 多 熟知 的 模 态 公理 都 具 这 种 形式 ， BI, Ipop, Lo 
Lip，MLp 一 p ， 等 等 。 这 个 结果 发 表 于 [8] 中 。 

一 篇 未 发 表 的 论文 1 研究 了 文学 解释 的 模型 论处 理 P， 托 马 森 发 现 了 其 中 的 
一 个 错误 ， 这 就 导致 了 定义 一 阶 性 质 的 模 态 公式 的 一 个 语义 刻画， 它们 被 刻画 为 
对 超 宕 保持 的 公式 。 文 献 [6] 利用 戈 德 布 拉 特 的 一 个 引 理 (参看 第 8 章 ) ， 以 
一 种 简化 的 形式 叙述 了 这 一 事实 最 初 所 用 到 的 证 明 。 

1975 年 ， 我 决定 用 [1] 、[6] 、[8] 三 篇 论文 作为 博士 学 位 论文 的 基础 ， 
论述 模 态 公式 和 一 阶 关 系 性 质 之 间 的 联系 ; 这 三 篇 论文 都 发 表 在 《符号 逻辑 杂 
志 》 上 。 伴 随 它们 一 起 的 有 关于 这 一 研究 主题 的 一 个 综述 ， 后 来 发 展 成 一 本 
书后 ， 其 中 包含 若干 新 问题 ， 例 如 ， 第 15 章 中 的 保持 性 结果 。 本 书 自始至终 都 
把 模 态 公式 当做 一 种 特殊 的 二 阶 公式 来 考虑 。 这 一 观点 受到 来 自 ( [77] H) HE 
马 森 的 证 明 的 推动 ， 托 马 森 证 明了 二 阶 语义 后 承 概念 可 以 归 约 到 模 态 逻辑 的 语义 
后 承 概念 (至 于 更 多 的 细节 ， 参 看 第 1 章 ) 。 尤 其 要 强调 的 是 ， 随 后 的 报告 [7] 
包含 有 不 再 能 加 入 到 [5] 中 的 “附录 和 补遗 ”。 事 实 上 ，[7] 的 大 部 分 内 容 都 
只 论述 二 阶 逻 辑 (参看 本 书 的 第 四 部 分 )。 

迄今 为 止 说 到 的 大 部 分 结果 都 是 利用 模型 论 方法 得 到 的 。 代 数 方法 【尽管 布 
sq) ARE (D. C. Makinson) ® 用 得 如 此 有 力 ] 似乎 不 那么 有 前 途 ， 但 是 戈 
德 布 拉 特 所 和布 洛克 0 的 论文 表明 ， 代 数 方法 在 可 定义 性 方面 也 许 是 相当 有 用 
的 (例如 ， 可 以 找到 等 式 艇 的 柏 克 霍 夫 刻 画 ) 。 戈 德 布 拉 特 的 技术 可 在 第 16 章 中 
看 到 (这 一 技术 的 一 个 特别 的 应 用 一 一 所 谓 的 典范 模 态 逻辑 的 一 个 刻画 一 一 已 作 
为 [3] 出 现 ) 。 当 然 , 模型 论 方法 和 代数 方法 之 间 的 差别 是 表面 而 非 实质 的 ， 
AA OZ) 代数 终究 可 以 看 成 模型 论 中 不 考虑 谓词 的 那 一 部 分 。 

可 以 说 ， 这 一 研究 是 关于 可 定义 性 理论 的 。 模 态 语言 是 被 作为 定义 择 代 关系 
的 性 质 的 一 种 手段 来 研究 的 ， 与 其 他 语言 的 比较 也 是 为 同样 的 目的 服务 的 。 例 
如 ， 下 述 问 题 都 将 在 后 面 得 到 研究 。 

(1) 一 个 给 定 的 公式 何 时 定义 〈 择 代 关 系 的 ) 一 个 一 阶 性 质 ? 

(2) 一 个 给 定 的 一 阶 性 质 何 时 能 由 一 个 模 态 公式 (或 者 一 组 这 样 的 公式 ) 
来 定义 ? 

(3) 什么 样 的 框架 类 完全 可 以 用 模 态 公 式 来 定义 ? 

对 于 所 有 这 三 个 问题 , 已 经 有 了 模型 论 的 回答 (分 别 参 看 第 8、14 和 16 章 ) 。 大 
家 曾经 希望 可 能 得 到 关于 (1) 和 (2) 的 纯 语 形 答案 。 但 是 ， 第 7 章 和 第 9 章 








”这 篇 论文 是 有 关 文 学 作品 (如 故事 、 小 说 等 ) 的 解释 一 一 译 者 注 。 
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中 的 若干 结果 使 得 下 述 结论 似乎 是 有 道理 的 :〈( 至少) 定义 一 阶 关系 性 质 的 模 态 
公式 类 甚至 都 不 是 算术 可 定义 的 。 

可 是 ， 至 今 为 止 模 态 逻 辑 中 研究 的 主题 一 直 都 是 完全 性 理论 ， 而 不 是 可 定义 
性 理论 。 论 述 这 一 主题 的 经 典 参 考 文献 是 【67 ] 。 在 本 书 中 ， 这 一 主题 只 在 第 6 
章 中 为 了 讨论 它 跟 可 定义 性 理论 的 联系 时 论 及 。 这 一 联系 涉及 的 问题 太 多 ， 许 多 
问题 尚 有 竺 解决 。 完 全 性 理论 最 近 受 到 了 新 的 刺激 ， 这 一 新 的 刺激 来 自 于 法 
A”) 和 托 马 森 "1 发现 了 所 谓 的 不 完全 的 模 态 逻辑 。 布 洛克 所 发 表 的 一 系列 论著 
中 从 代数 观点 彻底 地 研究 处 理 了 这 一 问题 。 

本 书 是 按照 以 下 述 方式 组 织 起 来 的 。 第 一 部 分 提供 模 态 命题 逻辑 标准 部 分 的 
一 个 简要 概述 ， 包 括 为 我 们 的 可 定义 性 理论 所 需要 的 概念 和 结果 。 在 第 7 章 中 ， 
我 们 将 定义 模 态 公式 一 阶 可 定义 性 的 两 个 概念 ， 一 个 “局 部 的 ”和 一 个 “全 局 
的 ”。 令 人 惊奇 的 是 ， 这 两 个 概念 是 不 相同 的 。 在 第 8 章 中 用 超 积 方法 给 出 了 这 
些 公 式 的 一 个 语义 刻画 。 它 们 的 语 形 研究 在 第 9 章 中 进行 。 但 是 ， 再 一 次 ， 需 要 
第 10 章 中 的 语义 方法 来 划 定 这 些 语 形 方法 的 范围 。 第 11 章 和 第 12 章 中 处 理 了 
两 个 较 特 殊 的 主题 ， 以 择 代 关 系 上 的 某 个 条 件 为 准 的 一 阶 可 定义 性 和 模 态 谓词 逻 
辑 中 公式 的 一 阶 可 定义 性 。 来 自 第 9 章 的 一 个 想法 促成 了 模 态 公式 “保持 类 ”的 
一 般 概念 ， 这 个 概念 在 第 13 章 中 得 到 了 研究 ; 在 某 种 意义 上 ， 它 使 可 定义 性 理 
论 跟 完全 性 理论 联系 起 来 。 在 第 三 部 分 中 ， 重 点 移 到 一 阶 公式 。 一 开始 ， 由 模 态 
公式 定义 的 一 阶 公 式 就 在 第 14 章 得 到 了 语义 刻画 。 有 关 这 一 类 公式 的 某 些 语 形 
结果 可 在 第 15 章 中 找到 。 什 么 样 的 框架 类 可 用 模 态 公式 来 定义 这 一 更 为 一 般 的 
问题 在 第 16 章 中 处 理 。 

最 后 ， 在 本 书 的 结束 部 分 中 ， 这 一 阶段 所 得 到 的 概念 和 结果 被 应 用 到 强度 递 
增 的 二 阶 语言 上 ， 即 全 称 二 阶 逻辑 、 一 般 的 二 阶 逻辑 以 及 有 穷 类 型 论 。 本 著作 中 
的 技术 和 概念 可 以 应 用 到 内 涵 逻 辑 的 各 种 各 样 的 分 支 ， 例 如 ， 直 党 主义 逻辑 、 相 
干 逻 辑 甚或 量子 逻辑 。 实 际 上 已 有 一 篇 论文 ， 论 述 了 当 择 代 关 系 被 取 成 3 元 或 nn 
(任意 ) 元 关系 时 模 态 语言 的 一 阶 可 定义 性 ”" 。 此 外 ， 罗 登 伯 格 (P. Rodenburg) 
已 写 完 了 一 篇 论述 直觉 主义 对 应 理论 的 学 位 论文 。 另外， 对 高 阶 逻 辑 的 可 能 推广 
似乎 是 最 有 意思 的 ， 因 为 它们 提供 了 跟 经 典 逻辑 主流 的 一 个 联系 (1982)。 

余下 要 提 到 的 是 ， 这 里 介绍 的 理论 的 一 个 紧凑 而 易 读 的 概述 已 在 《哲学 逻辑 
手册 》 (Handbook of Philosophical Logic, edited by D. Gabbay and F. Guenthner, Rei- 
del, Dordrecht, 1984) 第 二 卷 中 的 一 章 出 现 ， 标 题 为 “ 模 态 对 应 理论 ”9。 





D 第 二 版 《哲学 逻辑 手册 》 中 的 这 一 章 已 经 得 到 了 修订 ， 作 为 新 版 第 四 卷 的 内 容 ， 而 且 翻 译 到 了 本 
译 丛 的 第 -- 卷 《逻辑 、 信 息 和 互动 》( 科 学 出 版 社 ，2008 年 ) 一 一 译 者 注 。 
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常见 的 集 论 记号 和 模型 论 记号 将 随意 引用 。 此 外 ,缩写 记 号 寺 ( 如 果 …… 
则 ………… ). oC SHWRS). & (E) ~E), V (对 于 每 一 个 ) URAC 
E) 有 时 也 会 出 现 ， 以 便 有 助 于 非 形式 说 明 。 经 典 逻 辑 的 标准 结果 都 作为 预 
设 叫 2 人 裤 。 此 外 ， 例 行 性 的 证 明 都 已 省 略 ， 它 们 中 大 多 数 都 是 相对 于 〈 模 态 ) 
公式 复杂 度 的 简单 的 归纳 证 明 。 

我 们 所 要 研究 的 模 态 语言 是 模 态 命题 逻辑 的 语言 ( 模 态 谓词 逻辑 将 只 在 第 
12 章 中 处 理 )。 它 拥有 无 穷 多 个 命题 字母 p,，p，,，…，p，4，*…。 布尔 算 子 是 一 
( 非 )、 人 ( 且 )、V (或 )、 一 (如 果 …… 则 …… ) URC SBMS). WH, Æ 
有 两 个 命题 常 项 ， 上 (所 谓 的 恒 假 ， 表 示 一 个 固定 的 矛盾 式 ) AT (PRN 
真 ， 表 示 一 个 国定 的 重 言 式 ) 。 当 陈述 定义 或 证 明 命题 时 ， 引 用 极 小 的 初始 符号 
集 常常 是 很 方便 的 。 这 里 的 ” 和 人 就 是 为 此 而 选 的 。 但 是 ， 某 些 情形 下 宁可 选择 
另外 的 初始 符号 集 〈 例 如 ，” 和 和 ， 或 者 上 和 一 ) ， 产 生 更 为 精致 的 系统 表述 。 
两 个 一 元 模 态 算 子 二 (必然 ) MM CTE) 被 附加 到 布尔 算 子 之 中 。 二 者 中 有 一 
个 就 足以 作为 初始 概念 之 用 , LAER M ， 而 开 也 可 以 定义 为 "一 。 实 
际 上 ， 这 里 取 上 为 初始 的 概念 ， 所 以 了- 、 人 、 上 是 模 态 语言 的 标准 初始 符号 集 。 
模 态 公式 按 通 常 方 式 而 得 ， 并 用 小 写 希 腊 字母 p，y, X，… (可 能 带 附 标 ) 表示 
公式 。 不 用 命题 字母 而 仅 由 上 和 本 构造 起 来 的 模 态 公式 将 被 称 为 闲 公式 。 最 后 ， 
大 写 希 腊 字 母 T，A，，… (可 能 带 附 标 ) 将 用 来 表示 公式 集 。 

引言 中 说 到 的 一 阶 语言 包含 有 一 个 二 元 谓词 常 项 R 以 及 等 词 = 。 它 的 个 体 变 
项 为 x1，x2，…，%，y，z，w，v，wo 它 的 布尔 算 子 如 上 ， 而 量词 为 VY 和 导 。 这 
个 语言 叫做 Ly. Ly 的 公式 将 由 a，B，7y，… 《可 能 带 附 标 ) 表示 。 

L 是 带 有 一 个 二 元 谓词 常 项 R 和 一 元 谓词 常 项 已 ， 己 ，…，P，Q@，… (分 
别 对 应 于 模 态 语言 中 的 命题 字母 ) 的 一 阶 语言 。 当 这 些 一 元 谓词 常 项 被 当做 谓词 
变 项 时 ， 就 得 到 了 二 阶 语言 [,。 注 意 ，L, 只 有 一 个 一 阶 谓词 常 项 ， 也 就 是 R。 在 
本 书 第 四 部 分 中 ， 将 需要 完整 的 一 阶 语言 和 二 阶 语言 ， 但 这 里 引进 的 四 个 语言 对 
于 前 三 部 分 是 足够 用 的 。 

在 上 述 语言 的 语义 中 ， 将 用 到 下 述 模 型 论 记 号 。 结 构 将 用 粗 体 字母 表示 。 例 
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如 ， 就 模 态 语言 而 言 我 们 需要 框架 ， 由 一 个 非 空 个 体 域 “世界” 集 ) 和 该 个 体 
域 上 的 一 个 二 元 关系 ( 择 代 关系 或 叫 可 达 关系 ) 组 成 。 记 号 : F (=《W，R))， 
F，( =《W, R,))，…。 HER, ERGE L A L, 的 结构 。 另 外 ， 模 态 语 言 还 用 
到 叫做 模型 的 辅助 结构 。 模 型 由 一 个 框架 F 和 了 上 的 一 个 赋值 了 组 成 ， 赋 值 把 命 
题字 母 映 成 WW 的 子 集 [V(p) 被 认为 是 由 所 有 有 事态 p 出 现 的 世界 所 组 成 的 集 
合 ] B: M (=(F, V) Me Me Rim (W, R, V)), M, (=《E， 
V,)), ，…。 注 意 ， 模 型 可 被 按 一 种 明显 的 方式 当 作 六 的 结构 来 看 。 最 后 ， 还 存 
在 有 一 般 框架 ， 由 一 个 框架 了 (= (W, R)) 和 一 个 由 WW 的 某 些 子 集 的 集合 W 
组 成 ，W 对 交 运 算 、( 相 对 于 W) 相对 补 运算 以 及 如 后 定义 的 集 论 运算 | 都 封 
闭 : HEAR XCW, (X) ={we W| Yve W (Ruw=veăX)|. 记号 : (F, W) 
( =(W, R, W)) ’ (F,, W,) ( =(W,, Ri, W?) ， “To 享 金 的 一 般 模 型 是 完整 
的 二 阶 语言 的 结构 ， 在 这 一 意义 的 推广 下 ， 一般 框 架 也 是 L At CW 限制 谓 
词 量词 的 量化 范围 ) 。 在 这 一 观点 下 ， 框 架 对 应 于 L, 的 标准 模型 ， 因 而 可 以 视 同 
于 取 W ERE W 的 “ 满 ” 一 般 框架 。 

第 2 章 中 的 真 值 定义 给 出 中 心 概念 M 上 elw] (p ÆM 中 的 w 处 成 立 /为 
真 ) ， 这 里 M 是 一 个 模型 《WW，R,，V) ,we WWW， 并 且 p 是 一 个 模 态 公 式 。 若 干 导 
出 概念 MEg, IFA, S-MESAREL, MEX] AME E MRTA 
的 方式 定义 。 对 于 ie IME p} 有 一 个 有 用 的 记号 为 Tha(M)。 其 次 , FE 
olup 在 F 中 的 w 处 成 立 ) 是 对 任意 的 框架 F( =(W, R)) 和 we 下 而 定义 
的 。 再 次 ， 利 用 这 一 概念 定义 F 瞩 p, FE Elw], FE DA 了 os( 下 ) 。 依 照 标 
准 逻辑 中 的 惯例 ， 同 样 的 记号 上 也 被 用 来 表示 普遍 有 效 性 和 语义 后 承 。 片 9 意 
指 “e MMAR. MLE p URE “o 可 从 卫 语 义 地 推出 ” 。 最 后 ， 这 个 概念 
在 第 2 章 中 分 裂 成 若干 不 同 的 概念 〈 例 如 ， 片 / 和 厂 。)。 由 于 这 不 是 经 常用 到 ， 
故而 不 会 引起 混淆 。 

若干 涉及 框架 的 语义 概念 将 在 第 2 章 中 引进 , 例如 F, GF, (FF, 的 生成 
FÆR), LIF liel ( {F liel) 的 不 相交 并 ) 以 及 ve(F) (FHRET 
充 ) 。 多 回头 看 看 这 一 章 常常 能 帮 读 者 解 惑 。 关 于 代数 记号 ， 请 读者 参看 第 4 章 。 
模 态 逻辑 的 句法 理论 (参看 第 5 章 和 第 6 章 ) 只 利用 少数 几 个 一 般 记号 。 由 一 个 
模 态 公式 集 于 公理 化 的 模 态 逻 辑 记 成 ML( 王 ) 。 公 理化 模 态 理论 拥有 它们 常见 的 
名 称 ， 例 如 ， 天，T，54，5S5。 一 个 理论 中 的 可 推 革 性 记 成 be, Fr FF. Ci 
由 所 有 完全 的 模 态 逻辑 所 组 成 的 类 ，GC 是 由 所 有 一 般 完全 的 模 态 逻辑 所 组 成 的 
类 ， 而 CAN 则 是 由 所 有 和 典范 模 态 逻 辑 所 组 成 的 类 。 

最 后 ， 下 述 记 号 也 时 常 在 讨论 模 态 公式 和 Lo- 公式 之 间 的 对 应 时 用 到 (参看 
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第 3 章 ) 。E(%g，a) 指 模 态 公式 p AL Aka 之 间 的 局 部 等 价 。 下 (p，a) 指 全 
局 等 价 。M, 是 由 所 有 由 -公式 与 之 局 部 等 价 的 模 态 公式 所 组 成 的 集 ， 妈 是 由 
所 有 由 -公式 与 之 全 局 等 价 的 模 态 公式 所 组 成 的 集 。 对 偶 地 ，P' 是 由 所 有 有 M, 
中 公式 与 之 等 价 的 Lo- 公 式 所 组 成 的 集 ，P, 是 由 所 有 由 M 中 公式 与 之 等 价 的 Po- 
公式 所 组 成 的 集 。 

其 余 记号 大 多 是 临时 特 设 的 ， 将 在 叙述 过 程 中 随手 引入 。 


第 一 部 分 
模 态 命题 逻辑 的 简要 概述 






历史 背景 


模 态 逻辑 诞生 于 哲学 。 关 于 必然 、 可 能 以 及 偶然 的 逻辑 早 在 十 代 〈 例 如 ， 亚 
里 士 多 德 所 作 ) 和 中 世纪 就 已 得 到 研究 .5 它 在 20 世纪 20 年 代 的 现代 复兴 归功 
于 刘易斯 〈C. I Lewis)!”] 。 刘 易 斯 不 满意 于 罗素 和 怀特 海 合 著 《 数 学 原理 》 中 
的 实质 蕴涵 。 根 据 刘易斯 的 观点 ， 日 常 讨 论 中 所 用 的 “4 蕴涵 B” 不 只 意 指 “并 
非 ”(4 且 非 B)。 因 此 他 把 所 谓 的 严格 蕴涵 附加 进 《 数 学 原理 》 的 系统 中 ， 这 一 
概念 可 以 改 述 为 “不 可 能 (A BSE B)”, 或 者 等 价 地 改 述 为 “必然 非 (4 HEE 
B)”。 这 里 我 们 仅 对 来 自 于 这 些 考 虑 的 必然 及 可 能 的 概念 感 兴趣 。 我 们 把 一 元 模 
态 算 子 (可 能 ) ALL (必然 ) 附加 进 命题 逻辑 的 语言 中 ， 正 如 上 面 所 释 。 现 代 
模 态 逻辑 从 研究 描述 M 及 工 的 逻辑 行为 的 “正确 ”公理 着 手 。 某 些 原则 相对 而 
言 是 不 成 问题 的 ， 例 如 , LAM 的 相互 可 定义 性 (Ipe-MTp，Mp 嘻 "Lp)、 肯 
定 前 件 式 的 模 态 化 说 法 [L(p 一 9) 一 (Jp 一 [9)] URAA lp 一 p。 但 是 结果 很 
快 就 表明 ， 我 们 可 能 得 到 并 非 一 个 而 是 多 个 公理 理 沦 《“ 模 态 逻 辑 ”") ， 其 中 有 些 
已 经 众所周知 的 ， 例 如 ，54 ASS (它们 的 特征 公理 除 上 述 三 条 外 还 分 别 有 Lp 一 
Lip 和 Mip 一 Lp)。 从 那 时 起 ， 模 态 逻 辑 就 由 许 许多 多 的 公理 理论 的 研究 组 成 ， 这 
一 现象 一 直 持 续 到 今天 。 

在 20 世纪 30 年 代 期 间 ， 大 家 曾 尝 试 为 这 些 理论 给 出 一 个 代数 语义 。 不 过 ， 
虽然 取得 了 一 些 有 意思 的 结果 '*] ， 但 整个 领域 还 是 相当 混沌 。 不 像 在 标准 逻辑 
中 ， 塔 尔 斯 基 (A. Tarski) 语义 导致 公理 化 方法 和 语义 方法 之 间 的 一 个 富有 成 果 
的 相互 作用 ， 在 模 态 逻辑 中 这 两 种 方法 基本 上 还 是 分 开 的 [参看 《圣母 形式 逻 
辑 杂 志 》 (Notre Dame Journal of Formal Logic) 中 许多 论述 模 态 逻辑 公理 化 的 文 
章 1]。 对 此 可 以 引用 两 个 说 明 。 首 先 ， 模 态 罗 辑 的 代数 探索 (本 身 是 命题 逻辑 真 
值 表 语 义 的 一 种 推广 ) 也 许 是 从 错误 的 类 比 开始 的 。 在 许多 方面 ， 甚 至 模 态 命题 
逻辑 都 表现 得 像 谓词 逻辑 ， 因 而 塔 尔 斯 基 语 义 (涉及 结构 中 的 解释 ) 的 一 种 推 
.12. 
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广 较为 合用 。 但 是 ， 直 到 1959 年 ， 克 里 普 克 才 给 出 了 这 样 一 种 语义 *i [有 几 位 
先驱 ， 例 如， 坎 格 尔 (S. Kanger)'“1] 。 其 次 ， 大 家 普遍 认为 ， 一 个 代数 语义 并 
不 真正 提供 一 种 “心理 图 像 ": 我 们 几乎 可 以 说 它 只 不 过 是 一 种 “伪装 的 句法 "。 
这 并 不 使 它 在 技术 上 无 用 (事实 上 很 有 用 ) ， 却 使 它 在 直觉 上 或 哲学 上 不 那么 有 
吸引 力 。 在 1960 年 后 的 相当 长 的 一 段 时 期 ， 克 里 普 克 语义 把 持 了 这 一 领域 。 但 
是 ， 正 如 引言 中 所 说 ， 代 数 方法 在 当前 的 研究 中 正在 引 人 注 意 地 复苏 。 法 因 和 托 
马 森 的 “不 完全 性 定理 ”'>'”1 表 明 ， 最 初 所 设想 的 克 里 普 克 语 义 本 质 上 弱 于 代数 
语义 ， 所 以 这 种 复苏 显然 是 有 道理 的 。 

当代 的 模 态 逻辑 常常 被 认为 是 所 谓 内 涵 远 辑 的 一 个 原型 ， 它 仍然 是 具有 哲学 
意味 的 一 个 研究 领域 。 我 们 只 需 列 举 一 些 杰出 的 作者 就 足以 说 明 问题 : SA 
(Quine )'° | fk Æ ( Hintikka )°°) 、 刘 易 斯 (De Lewis), W E ¥ # 
(Kripke) |) PL P24 THE 〈Plantinga)I91 。 此 外 ， 诸 如 道义 逻辑 〈 汉 RO) 
或 时 态 逻 辑 '“1 等 形式 上 类 似 的 哲学 主题 也 应 当 包 括 进 来 。 除 了 这 些 暂 学 联系 以 
外 ， 模 态 逻 辑 已 在 语言 学 中 得 到 应 用 ， 正 如 可 从 蒙 塔 古 〈R. Montague), WE 
斯 韦 尔 (M. J. Creswell) 08 和 格 拜 加 ;等 人 的 著作 中 所 看 到 的 那样 。 然 而 ， 这 里 
我 们 想 要 把 注意 力 转向 某 些 数学 应 用 上 。 在 一 篇 早期 的 论文 中 中 ， 哥 德尔 表 
明海 丁 的 直觉 主义 演算 如 何 可 以 向 人 于 模 态 逻辑 S4, BPR e eE E 
克 能 够 系统 表述 他 为 直觉 主义 逻辑 所 作 的 语义 。 关 于 这 一 方面 的 一 个 广泛 
的 概述 将 出 现在 斯 莫 林 斯 基 (Smorynski) 的 论文 ”1 中 。 事 实 上 ， 在 所 谓 中 间 
逻辑 (intermediate logics) 上 的 直 党 主义 研究 和 模 态 逻辑 上 的 研究 有 许多 共 
同 点 5 。 

第 二 个 重要 进展 是 把 算术 可 证 性 谓词 处 理 为 模 态 必然 算 子 。 这 一 探索 ， 以 
蒙 塔 古 的 论文 [四 为 其 早期 的 一 个 例子 ， 而 在 索 洛 维 (R. Solovay) 的 论文 "中 
可 以 找到 它 现 时 的 一 个 发 展 高 潮 。 索 洛 维 的 论文 表明 ， 以 公式 LULpop)—lp 
(本 身 是 “ 洛 伯 定理 ”'” 的 一 个 模 态 说 法 ) 为 公理 的 模 态 逻辑 包括 ( 比方 说 ) 
皮 亚 诺 算 术 可 证 性 谓词 的 所 有 性 质 。 这 一 主题 也 得 到 了 “ 锡 耶 纳 学 派 ” 的 研 
究 ， 以 1975 年 《逻辑 研究 》 (Studia Logica) 的 专辑 为 证 。 

余下 要 陈述 的 是 引言 中 所 提 到 的 模 态 逻辑 和 二 阶 逻 辑 之 间 的 联系 。 

托 马 森 '" 给 出 了 一 个 从 带 一 元 谓词 变 项 和 一 个 二 元 谓词 常 项 的 一 元 二 阶 逻 
辑 ( 即 上 述 的 语言 L,) 到 模 态 公 式 的 能 行 转换 ， 使 得 前 者 中 的 语义 后 承 归 结 为 
后 者 中 的 语义 后 承 。 更 精确 地 讲 就 是 ， 存 在 一 个 递归 函数 二， 将 疡 -语句 p 映 为 模 
态 公 式 He) ， 以 及 一 个 特定 的 模 态 公式 5， 使 得 对 所 有 的 LARD, 

YE p, 当 且 仅 当 ,156| U [tc) lo e YF; tle) 
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(这 里 “ 片 ”表示 通常 的 那个 在 由 所 有 标准 模型 所 形成 的 类 上 的 二 阶 语义 后 承 关 
系 ， 而 “ 片 /” 则 表示 在 由 所 有 框架 所 形成 的 类 上 的 模 态 后 承 ， 如 后 面 第 2 章 所 
定义 的 那样 ) 。 
HA, L 是 一 种 表达 力 极 强 的 语言 ， 例 如 ， 二 阶 策 梅 罗 - 弗兰克 尔 集 论 可 以 
在 其 中 只 用 单独 一 个 全 称 语 句 ZR 为 公理 。 这 一 理论 包含 完全 的 算术 理论 ， 借 助 
于 算术 语言 的 标准 集 论 雪 约 和 ZF 的 模型 中 只 含有 标准 自然 数 这 一 事实 而 得 。 但 
E, 另 一 方面 ， 从 塔 尔 斯 基 关 于 算术 真 的 算术 不 可 定义 性 定理 可 以 推 斯 奢 这 一 
概念 不 是 算术 可 定义 的 《作为 语句 的 哥 德 尔 数 之 间 的 一 种 关系 ， 它 不 是 算术 可 定 
- 义 的 ) ， 更 不 用 说 是 递归 可 公理 化 的 了 〈 因 为， 一 个 算术 语句 为 真 当 且 仅 当 它 的 
集 论 归 约 、 用 e 表达 的 那个 一 阶 语句 可 从 ZF 语义 地 推出 ) 。 因 此 ， 关 系 户 / 也 
不 能 是 递归 可 公理 化 的 : 标准 模 态 后 承 不 是 可 公理 化 的 。 
蕊 表达 力 的 强度 也 可 由 杜 芯 的 一 个 未 发 表 的 结果 来 衡量 ， 这 一 结果 表明 完整 
的 二 阶 逻辑 语言 〈 甚 至 完整 的 有 穷 类 型 论语 言 ) 可 在 下 述 意 义 上 归结 到 L"”。 
存在 一 个 从 任意 的 二 阶 语句 p 到 形 如 VRIjPp'(R，P) 的 二 阶 语句 TUep) 的 、 
能 行 的 转换 T， 使 得 
Egy, 5H, EVRAPe'(R, P) 
(这 里 “ 片 ”表示 由 所 有 标准 模型 所 形成 的 类 上 的 有 效 性 ，R 是 一 个 二 元 谓词 变 
项 , P 是 一 个 一 元 谓词 变 项 ，y' 是 一 个 用 R AP 表达 的 一 阶 语句 )。 其 证 明 的 想 
法 是 首先 找 出 一 个 一 阶 语句 水 (R，P)， 使 得 YPy( e ，P) 定义 集 论 累积 系列 中 
a HKT o 的 极限 序数 的 层次 V,。 这 可 以 跟 二 阶 (或 者 还 有 高 阶 ) 语义 的 、 熟 
知 的 (一 阶 ) Bite M7 结合 起 来 。 即 对 于 所 有 这 样 的 语句 X〈 带 集 论 “ 哥 德 尔 
编码 ”TX1) 以 及 所 有 具有 适当 类 型 的 模型 A eV., 
VE rle, A, X), MERX, AF xX. 
因此 ， 上 述 归 约 呈 现 如 下 形式 : 
Ex 当 且 仅 当 FE VRCOV PCR, P)— Vxr(R, x, TX')) 
HHN EVRIP(U(R, P)—> VxT(R, x, Tx'))o 
托 马 森 的 结果 和 村 芯 的 结果 合 起 来 可 以 推断 ， 在 某 种 意义 下 ， 模 态 公 式 可 以 
给 有 穷 类 型 论 作 归 约 类 之 用 。 因 为 ， 对 于 后 者 语言 中 的 任意 语句 p 而 言 ， 
Ee 当 且 仅 当 HE T(ẹ) (=VR3Pp'(R，P)) 
4 HI FAPe'(R, P) 
当 且 仅 当 1{61 =t dPe’(R, P))o 
那个 特定 的 模 态 公式 5 在 这 个 结果 中 是 不 可 省 的 。 因 为 ， 正 如 后 面 第 4 章 中 将 证 
明 的 那样 ， 模 态 公式 的 普遍 有 效 性 是 一 个 递归 概念 ， 而 高 阶 语句 的 普遍 有 效 性 当 
. 14> 
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然 不 是 递归 概念 [要 明白 这 一 点 ，( 例 如 ) ERELROIT HE, ZPE e, 4A 
仅 当 ， 二 阶 语句 Ze 是 普遍 有 效 的 ]。 

除了 如 上 所 述 ， 对 更 为 一 般 的 背景 知识 我 们 不 再 阐述 。 请 读者 参阅 下 述 文 
献 : [36] 是 一 个 很 好 的 导论 ; [67] 有 关于 完全 性 理论 的 一 个 精彩 短 论 ; [30] 
是 论述 “ 模 态 代数 ”的 重要 专著 。 





RA HBB BOB aE F, SESS Ow AW ER 
二 元 关系 及 组 成 。 因 此 , F=(W, R) (还 有 了 =(W,, R), SS). RTH 
之 外 还 将 用 到 被 称 为 模型 的 辅助 结构 M， 由 一 个 框架 F 和 FF 上 的 一 个 赋值 VY 组 
R, V 为 命题 字母 指派 WW 的 子 集 。 因 此 ，M = 《F, VY, EHER (W, R, 
V GRAM, = 〈(F,，V)， 等 等 )。 最 后 ,还 需要 有 所 谓 的 一 般 框 架 ， 不 过 这 些 
结构 将 在 较 方便 的 地 方 ( 在 第 4 章 中 ) 定义 。 

基本 的 真 值 定义 (归功 于 克 里 普 克 ) WF: 

定义 2.1 SM (=(W, R, V) 是 一 个 模型 ,we WW， 并 且 令 gp 是 一 个 模 
Ast, ME olu] ( “p 在 M 中 的 w 处 成 立 ”) 由 下 述 条 款 递归 定义 : 

(i) 对 任意 一 个 命题 字母 p»，M 瞩 plw], ER, we V(p); 

(Gi) ME -pg[w]， 当 且 仅 当 , FSIEME ylw]; 

(ii) ME (pgAyW)[w]， 当 且 仅 当 , ME elw] BME gle); 

(Gv) ME Lp[w]， 当 且 仅 当 ， 对 于 所 有 的 veW, Æ Rw, WME gle]. 
初始 符号 的 另 一 种 选择 将 产生 下 述 条 款 : 

(v) ME NMep[w] ， 当 且 仅 当 ， 对 于 某 个 we 歼 ， 使 得 Ru LAME elr]; 

(vi) ME (gop) (w)], MERK, AME elw], WME ylw]; 

(vii) 没有 M M w HEME Llu] 成 立 。 

利用 定义 2.1， 可 以 定义 若干 导出 概念 : 

(a) 317A ST, MES] EIKA o LAA MEo[w]; 

(b) ME 9, BIER we WRA ME lw); 

(c) ME DZ, 是 指 对 各 个 oe LARA ME v; 

(d) Th M)= {oIMEFE ol 

(e) MOD(g) =|M|ME ọ}; 

(£) MOD(S) ={M|MEY}. 

. 16 . 
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此 外 ， 我 们 将 采用 下 述 缩写 : “Mit elw)” Ra “FEME g[w]”, 而 
“ 玉 色 oo” ， 等 等 也 都 有 类 似 的 意义 。 这 个 “和 斜 杠 否定 ”很 容易 推广 到 整 批 的 记号 
上 ， 并 且 常 常 是 不 言 而 喻 地 使 用 。 

陈 一 个 模 态 公式 p 为 普遍 有 效 的 ， 记 成 片 p， 是 指 它 在 所 有 模型 中 的 每 一 
个 w 处 都 成 立 。 

下 一 定义 将 规定 模 态 公式 和 框架 之 间 的 一 个 直接 “联系 ”。 

定义 2.2 SF(=(W, R)) 是 一 个 框架 ，weW， 并且 令 wp 是 一 个 模 态 公 
st, FE olw] ( “p 在 F 中 的 w 处 成 立 /为 真 ")， 是 指 对 FF 上 的 所 有 V 都 有 
(F, WE elw]. 

FEY[w], F e, FEE, Theal E), FR(e) MFR(L) 也 都 可 以 按 一 
种 明显 的 方式 定义 出 来 。 

改写 这 些 定义 的 另 一 种 方式 就 是 为 所 有 公式 p EVE), 从 p 在 V 下 的 值 
Vp) 开始 通过 类 似 于 上 面 给 出 的 递归 过 程 来 定义 。 这 个 记 法 会 偶尔 用 到 ， 并 
A, Vio) 也 因此 而 被 定义 为 {we W1《F, VE pg [w]|。F 究 竞 指 哪 一 个 ， 
这 总 是 可 从 上 下 文 弄 清 的 。 

若干 简单 的 结果 将 具体 说 明 这 些 定义 。 

引 理 2.3 ( 同 构 引 理 ) 如果/ 是 一 个 从 框架 ER 到 框架 F, 上 的 同 构 ， 那 么 对 
所 有 weW 和 所 有 模 态 公式 pg，Fi 睹 pLw] ， 当 且 仅 当 , FE elw) ]. 

引 理 2.4 (EFE) 如果 p 至 多 含有 命题 字母 mn to Pao WHE V, 
是 上 的 两 个 赋值 ， 使 得 对 各 个 i(1<i<n)，Vi(p:) =WW(p;) ， 那 么 对 任意 一 
Awew, (F, VOE pL[w]， 当 且 仅 当 ,《F, V) = pLw]。 

引 理 2.5 (代入 引 理 ) WR [YP s WPa] p E p 中 同时 进行 y: 
代 和 人 pi(1<isn) 后 的 结果 ， 那 么 对 任意 模型 《F, V》 和 we W， (F, WE 
Lipis s 站,Apa]g[w]， 当 且 仅 当 ,，《F, V(p/V(w),…， PSV pn.) E 
gp[w]; XE V(p,/ Va), os PAVO) ) 除了 为 pi WEE) (1<i<n) 外 
完全 相同 于 Vo 

下 一 个 引 理 较 不 明显 。 要 陈述 它 ， 必 须 先 定义 两 个 重要 概念 。 

定义 2.6 一 个 模 态 公式 g WE dle) BH eo 中 模 态 算 子 向 套 序 列 的 最 大 长 
度 ; 或 者 ， 归 纳 定义 如 下 : 

(i) 对 命题 字母 p, d(p) =0; 

(ii) d(-@) =d(9); 

Gii) dlg Aw) =max(d(g), d(4)) [BH de), dly) 中 之 大 者 ] 

(iv) dCZp) =d(g) +1. 
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定义 2.7 SFC =(W, R)) 是 一 个 框架 , weW, S,(F, w) ( “w 的 -外 
Z) 是 递归 于 n 上 而 定义 的 : 

(i) So(F, w) ={w}; 

(ii) S (F, w) =S (了 ， w)U lve 下 | 对 某 个 wesS,(F, w) 有 Rw}, 

引 理 2.8 就 任意 框架 下 、 任意 we 友和 下 上 任意 两 个 使 得 对 所 有 命题 字母 p 
A V,(p) NS, (FE，2w) = 及 (P)msS (FE, w) AMV, AV, 而 言 ， 对 于 任意 满足 4 
(p) <n 的 模 态 公式 p， 我 们 有 (F, VE elw], 48104, (F, VE olw]. 

这 一 引 理 可 以 用 来 证 明 下 述 结论 ， 对 于 模 态 公式 来 说 ， 如 果 只 涉及 框架 ，-、 
和 M 这 两 个 初始 符号 已 经 足够 。 

推论 2 9 对 于 任意 模 态 公式 p， 存 在 一 个 其 逻辑 常 项 仅 为 一 和 1 的 模 态 公 
式 gp, ， 使 得 对 于 所 有 的 框架 了 ( =(W, R)) 和 we 都 有 

FE gLw]， 当 和 且 仅 当 , FE pi[w]。 

证 明 : Ædle) =0， 则 gq 正好 是 一 个 命题 公式 ， 并 且 ，g 或 者 是 重 言 式 (A 
io, TARA (pop)), RARBR SH (因而 没有 FE Aw 使 得 FF elw], 
pı MEARE p) Ædle) >0, Wo, 如 下 而 得 。 先 把 p KERAM, LAO 
表达 的 一 个 等 值 的 公式 g,。 然 后 ， 所 要 求 的 gi 就 是 (MP gq) (+ ((M'q> 
q)—>( (Lg 1 ]e.79) 9) +), XE Mg =wM… (WR) -Mo M q 是 任意 一 
个 不 在 w 中 出 现 的 命题 字母 。 

Kip =M7p—-Mp, Sle, =M(p—>L)—>(Mp—>L), 3H g, = (Mq—q)—> 
( ((M(p—q)—>(Mp—>q) ) 一 9) 一 9) ;这 就 得 到 了 上 述 过 程 的 一 个 例子 。 

如 此 定义 gi 的 缘由 从 下 述 论证 来 看 将 变 得 更 为 明白 [现在 就 回想 一 下 重 言 式 
(Cpr) —>b)o(eVb)]. Bit, 注意 我 们 可 以 认为 pg Ale, 在 下 述 意义 上 是 强 等 
值 的 : 对 于 所 有 的 模型 M 和 所 有 的 w，M 上 olw], XER, ME gp,[w]。 于 
Æ, GFE pg,Lw]， 则 对 F 上 任意 一 个 为 g 指派 空 集 的 赋值 VY，《F, VE [wv]. 
换 名 话说 就 是 : FE [ 1 /qjpiLw]。 但 是 另 一 方面 ， 由 于 M' 1 一 是 普遍 有 效 的 ， 
故而 有 F 上 [ 1/9) ( (lg Le. ¢)-9)[w], FIFE (pL) [w]. Ki 
AFE oz[w]， 从 而 卫 片 pg[w]。 为 了 建立 其 逆 , REFE pg[w]。 此 外 , OVE 
F 上 的 一 个 赋值 ， 使 得 对 各 个 i(1<i<d(yg,)) A (F, V) 瞩 Mig 一 qg[w]。 要 证 明 
的 是 (F, WE (g Lle: g)>) lw], FÆ, 或 者 (F, WE qlw] (此 时 没 
什么 要 证 的 ), RE (F, Vo qlw], WBE (F, VE [gqg/1]p, [wv]. 
ER, AT (F, Valu), 故而 对 任意 i(1<i<d(y,)) MA (F, YE 
Mig [zw]。 换 句 话说 ，Y (q)NSue) (F, w) =O. 312.8 ARA, (F, YE 
[ga L]ølw], 4AM, (F, Viqg/O)E [q Lle: [uw] MARERE, SHRM, 
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(F, YE ps[w]。 而 这 又 可 从 《F, VE p[w] 这 一 事实 得 出 。 E 

下 面 引 进 跟 框架 有 关 的 基本 概念 。 

定义 2 10 框架 F,( =(W,, R,)) 为 框架 F,( =(W,, R)) 的 一 个 子 框 架 ， 
WRF, CFL, HOW, CW, MOR, =R,N(WxW)。 称 F 为 F, 的 一 个 生成 子 
ER, ERF, CFL, BHF, WF, 的 子 框架 并 使 得 对 于 所 有 的 we WW，v e W, 
Ruwv 那么 ve Wio RIRA M, ( =(F,, V,)) 为 模型 M,( =(F,, V.)) 的 一 个 子 
模型 ， 记 成 Mi C M,， 是 指 F AF, 的 一 个 子 框架 并 且 对 各 个 命题 字母 p 有 
Vi (p) =V: (p) OW, > WR F, ZE F, 的 一 个 生成 子 框 架 ， 则 称 Mi XM, 的 一 个 
生成 子 模型 ， 记 成 M,C M,. 

“生成 子 框架 ”这 一 概念 跟 更 为 我 们 熟知 的 概念 “ 端 扩 张 "' "密切 相关 。 

引 理 2. 11 (ERE) 如果 M, C M,， 那 么 对 于 所 有 的 we W 和 所 
有 的 模 态 公式 e, ME p[w] ， 当 且 仅 当 , MLE elw]. 

下 面 的 结论 也 成 立 ， 它 有 几 分 像 是 引 理 2. 11 Owe. OF, 是 F, 的 子 框 
aR MEF, 上 的 一 个 赋值 V, EXF, 上 的 赋值 V 如 下 : 对 于 所 有 的 命题 字母 p 
取 V, (p) =V,(p) NW, 那么 ， 若 对 F, 上 的 所 有 赋值 Vi, 所 有 we LA 和 所 有 模 
SAK 9 MA (BF, VF elw], BE, (FV olw], WF, Æ F, 的 
一 个 生成 子 框架 。 

推论 2. 12 WARE, CF, MAN THAN wew, 和 所 有 的 模 态 公式 o, 

FE plu] KENY Fi p[w]， 
F= wp => FE pp,( 即 模 态 公式 对 生成 子 框架 保持 )。 

推论 2.12 Bia, Lota 3x dyRey 不 可 由 任意 一 个 模 态 公式 来 定义 
它 不 对 生成 子 框架 保持 。 

下 面 定 义 的 是 一 种 重要 的 生成 子 框架 。 

定义 2. 13 令 F 是 一 个 框架 且 weWW。 FK, hw 生成 的 子 框 架 [TC(F, w)] 
是 指使 得 we W 的 、F 的 最 小 生成 子 框架 Fi(=《W, R)); BPW, = {XC 
于 |w EX， 且 对 于 所 有 的 veX 和 ze 有 € Ru, MueX} ={veX | GFR 
0, 77,0, AG wn, v=0,, FAMED il sisn-1) A Riwal BIRT 
weWila, HEX F X TCF, w)， 则 称 它 为 生成 的 。 

显然 , FE pLwj]， 当 上 且 仅 当 7TC(F, w)F elw]. 

下 一 概念 是 从 多 个 框架 构造 出 一 个 框架 。 

定义 2.14 $ 1F,|ie 人 了 i 是 一 族 框架 。 设 F',( =《W';,，R',))， 这 里 W';= 
[i, wy |weW,} 有 R',=1((i, w), (i, v)) |(w, v) eR|。 框 架 族 1F, lie 
I} 的 不 相交 并 对 1F, iel}, ERER (UIW, liel, UIR, liel}). 
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对 各 个 ie1，F, AWFUL iel 的 生成 子 框架 F';， 因 而 有 推论 2. 15。 

推论 2.15 对 各 个 ie1，w e W, 和 所 有 模 态 公式 pg，F, 厂 olw], MENA, 
SIF, jieNE olli, w]; Auk, VIF |ie gp， 当 且 仅 当 ， 对 各 个 ie 
BA FE po 

如 果 对 各 个 ie 都 有 FF g, MALIF |ie 中 瞩 pg， 这 一 事实 被 表达 为 模 
态 公式 对 不 相交 并 保持 。 推 论 2. 15 意味 着 ，Vx VyRxy 不 可 由 任意 一 个 模 态 公式 
定义 〈 虽 然 对 生成 子 框 架 保持 ) ， 因 为 它 不 对 不 相交 并 保持 。 

定义 2.16 MJE F, 到 框架 F, 的 一 个 映射 /为 一 个 P- 态 射 ， 是 指 中 对 于 所 
Aig w, veW,, FR ww W Rf(w)f(v)〈( 即 是 一 个 同 态 ); 并 且 名 对 于 所 有 的 
weW, Alve W,, 若 R,f(w)v WA u e W, 使 得 Riwu A f(u) =. 称 一 模型 (E, 
Vy,》 到 一 模型 《F,，V,〉 的 一 个 映射 /为 一 个 p- 态 射 ， 是 指 它 是 从 Fi 到 的 一 
个 p- 态 射 并 且 对 各 个 we W, 和 各 个 命题 字母 p 有 we Vi(p)， 当 且 仪 当 , Aw) e 
Vi(P) o 

注意 ,任意 一 个 一 一 到 上 的 p- 态 射 就 是 一 个 同 构 。p- 态 射 这 一 概念 最 初 是 由 
塞 格 伯 格 在 [69] 中 定义 的 。 更 早 一 点 的 一 个 类 似 的 概念 《“ 强 保 序 映射 ") 在 
文献 [39] 中 。 

引 理 2.17 (p- 态 射 定理 'S1) 如果 f 是 从 M, 到 M, 上 的 一 个 p- 态 射 ， 那么 
对 于 所 有 的 we W 和 所 有 的 模 态 公式 p，MF elw], ERX, ME 
e [f (w)]。 

下 面 的 结论 也 成 立 ， 它 有 点 像 是 引 理 2. 17 的 逆 : 令 f 是 任意 一 个 从 F, BF, 
上 的 一 个 映射 。 给 定 , 上 的 一 个 赋值 V, f (VW) 就 是 FE, 上 由 f “"(V,) (p) = 
fC; (p)] 定义 的 那个 赋值 。 那 么 ， 若 对 F, 上 的 所 有 赋值 V 所 有 w eW, 和 所 
HESAR RE (F, f OME elw], MERK, (F,, VIE gp[f(w)]， 则 
f 是 一 个 p- 态 射 。 

推论 2. 18 如果 f 是 从 F 到 F, 上 的 一 个 p- 态 射 , 那么 对 于 所 有 的 we W 和 
所 有 的 模 态 公式 9， 

FE olu] = EF vlf(w)], 
FE g > FE ep( 即 模 态 公式 对 P- 态 射 像 保 持 ) 。 
HIERA, Van Rer 虽然 对 生成 子 框架 和 不 相交 并 都 保持 ， 但 不 可 由 任意 一 个 模 
态 公 式 来 定义 。 因 为 ， 它 不 在 从 《IN，<〉 到 《 10}, | 《0, 0)1) 上 的 p- 态 射 
下 保持 ， 这 里 对 于 所 有 的 nelIN 定 义 An) =0。 
引 理 2. 17 有 若干 有 意思 的 结论 。 
引 理 2. 19I?1 对 任意 框架 和 任意 模 态 公式 p， 如 果 卫 户 gp， 那么 <10}, 
. 20. 
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10, OF pe RE (10), DE po 

证 明 ; E WRATH RSAC w, W (lw), S) CE。 因此 据 推论 
2.12 ATH, ({w}, DYE po 4M, Gwl, O) MMF (10), ØP, 

若 罗 的 每 一 个 元 素 都 有 R- 后 继 ， 则 对 于 所 有 的 we W LE f(w) =0 所 定义 
的 f 是 从 FF 到 《10}，1《0, 0)}〉》 上 的 一 个 p- 态 射 ， 因 而 据 推 论 2.18 有 《10}， 
140, ODE p。 a 

引 理 2.20 任意 一 个 框架 F 都 是 生成 框架 的 某 个 不 相交 并 的 一 个 p- 态 射 像 。 

证 明 : 下 面 的 规定 定义 了 从 王 17TC(E, w) |weW) 到 了 上 的 一 个 p- 态 射 : 
f (w,v) =vo | 

引 理 2.21 ( 树 引 理 5%1 ) ， 任意 一 个 生成 框架 下 都 是 某 个 禁 自 返 、 不 传递 也 
无 R- 圈 出 现 的 树 的 一 个 p- 态 射 像 。 

证 明 : 令 对 we 形 ，F = TC(F，w)。 如 此 定义 一 个 树 ; 它 的 结 点 为 满足 
Rww,, ++, Rw, iw, BARI (w, t, w) (w, 7, w, EW), MERA 
关系 则 把 满足 Rw, w, WAR (w, e, w) A (wy, e, Was Wayi) 联结 起 来 。 
FH f((w,, e, w,)) =w, 所 定义 的 映射 了 是 这 个 树 到 卫 上 的 一 个 P- 态 射 。 a 

推论 2.22 (EMPIRE AMNRAAR 9 一 定 在 某 个 有 穷 的 禁 自 返 、 
不 传递 的 树 上 为 假 。 

证 明 : Heo 不 是 普遍 有 效 的 ， 则 对 某 个 了 和 w A FH golw], $ 2.12, 
TC(FE, w) olw]. EJE, 312.21 和 推论 2. 18 ，9p 在 某 个 禁 自 返 、 不 传递 的 
树 上 为 假 。 下 一 个 引 理 蕴涵 着 ， 这 个 树 的 某 个 有 穷 子 树 足以 使 g 为 假 。 a 

引 理 2.23 令 了 是 一 个 禁 自 返 、 不 传递 的 树 ， 其 中 也 无 R- 圈 出 现 ; V 是 F 
上 的 一 个 赋值 且 we Wo So, s Prs Pis Uo Ur ERASER, 使 得 对 各 个 :; 
(1<isn) AM(=(F, V)) Fglwl], 但 没有 一 个 j(1<j<m) (EME 
plul mor. BBA, TCM, w) 有 一 个 含有 w 的 有 穷 子 模型 M' 使 得 对 各 个 IC 
<i<n) 有 ME glu], 但 没有 一 个 (1<j<m) M'HE piw] 成立。 

证 明 : 这 引 理 的 证 明 是 施 归 纳 于 p, s Prs Wio o Wm PERAR 
子 和 模 态 算 子 的 总 个 数 W 上 而 进行 的 。 如 果 N=0， 则 只 需 取 个 体 域 为 {wi 的 
子 模型 M' 就 行 。 如 果 假 定 本 引 理 已 对 小 于 NN 的 自然 数 都 成 立 ， 则 对 NN 的 处 理 如 
下 。 如 果 布 尔 归 约 是 可 能 的 ， 则 过 程 是 不 足 道 的 。 若 不 是 ， 则 各 个 yp, Ay, 或 是 
一 个 命题 字母 ， 或 是 形 如 yo Sl, os I, 是 出 现在 由 ，…，y 中 属于 第 二 
种 的 全 部 公式 。 选 取 w ，…，w, e 多 使 得 对 各 个 Ssisr), Ruw, {HME 





D 经 与 作者 商议 ， RIM “KR, (Gwl, Ø) 同 构 于 《101 ， 儿 )” 一 一 译 者 注 。 
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XLw;]。 据 归纳 假设 可 知 ， 存 在 有 TCM, w), =, TCM, w) 的 有 穷 子 模型 
M’,, e, M’,, SHA ww ，…，w,， 并 使 得 对 出 现在 wo ，…，9e, 之 间 的 所 有 
公式 Lo MBP i(1<i<r) A M'E olw], 但 M Fo。 由 M 和 ，…，M 
的 并 附加 w 而 得 到 的 、M 的 子 模型 就 是 所 要 求 的 M' (要 明白 这 一 点 请 注意 ， 对 
任意 ve W U UW, 而 言 ，w 都 不 属于 v 的 nn- 外 壳 ; 因为 否则 的 话 下 将 会 有 一 
个 R- 圈 。 因 此 ， 据 引 理 2.8 可 知 ， 附 加 w 并 不 改变 模 态 公式 在 M';，…，M', 中 
的 真 假 ) 。 E 

下 一 个 跟 框架 有 关 的 概念 是 由 第 4 章 的 代数 理论 启发 而 得 的 。 

回想 一 下 前 面 引 进 的 记号 “1 ED)”: IAEF =W, R) 和 和 XCE 肌 而 言 ， 
1(X) = lwe WW| 对 于 所 有 的 ve W, Æ Rw, Wve X}, 

定义 2.24 HERR FC =(W, R)) 的 超 滤 扩充 ue(F) 是 这 样 的 一 个 框架 
(Wr, Red: 它 的 个 体 域 Wr 由 WW 上 的 所 有 超 滤 组 成 ， 而 它 的 关系 Re 则 由 那些 满 
足 后 述 条 件 的 超 滤 对 U, U, 组 成 : 对 于 所 有 的 XCW, 若 必 X)e Ul， 则 XeU。 

引 理 2.25 WR VF 上 的 赋值 ， 并 且 we(V) 是 we(F) 上 由 we(V)(p) = 
1U|V(p) eU} 定义 的 赋值 ,那么 对 于 到 上 的 所 有 超 滤 U 和 所 有 模 态 公式 P, 
(ue(F), ue(V))F [U], HEN, Vie) €U. 

证 明 : 施 归 纳 于 的 p 复杂 度 上 。gq =p 时 的 情形 是 不 足 道 的 ， 利 用 ue(V) 的 
定义 就 可 。g = -和 wp =y Ax 的 情形 是 例 行 的 ,然后 考虑 pg = WY 的 情形 。 若 
VCL) = 《VCy)) EU, MA RE 的 定义 可 知 ， 对 于 所 有 满足 RUU, WU, 有 
Vib) e U1。 因 此 ， 据 归纳 假设 可 知 ， 在 这 样 的 中 ， 《we(F), ue(V)) FE 
[Ui]; DAT, (ue(F), ue(V))E LU], 余下 要 证 明 的 是 反方 向 的 结论 ， 这 
不 是 那么 不 足 道 的 。 

BEV Ly) #4 UD。 必 须 找 出 一 个 超 滤 01 ， 使 得 REUU, A (ue(F), ue(V) >H 
YULU], BEBAR, Vy) gg V1。 要 得 到 这 样 一 个 U， 只 需 证 明 集 合 [XC 
WW|1(X) eULUIW-Vib)| 具有 有 穷 交 性 质 即 可 [ 因为 在 那 种 情形 下 ， 可 以 引 
用 超 滤 基本 定理 把 它 扩张 成 一 个 不 含有 V(w) WU; 就 此 而 言 ， 显 然 若 
LX) e U， 则 竺 e V1] 。 因 此 ， 假 定 对 某 些 如 所 描述 的 X,, es Xa XA OA, 
N(W-Viw)) =Ø, BP, XN NX, GVW). FÆ, UN NX) =X) 
-Q1(X,) CUV(b)) =V(Lyw))。 但 是 ， 这 个 交集 是 在 U 中 的 ， AM V y) 也 
是 在 U PH, 矛盾 于 所 设 V(Lw) ¢U. E 

推论 2.26 ”对 任意 框架 F 和 任意 模 态 公式 g, 若 ve(E)F p, WFE w。 








© ”这 里 原 书 为 YV(LW) e U， 有 误 一 一 译 者 注 。 
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由 此 可 知 ， 虽 然 jo- 语 名 Vxy(Rxy 人 Ryy) 对 生成 子 框架 、 不 相交 并 和 p- 态 
射 都 保持 ， 但 不 可 由 任意 一 个 模 态 公式 定义 。 因 为 它 的 否定 不 对 超 滤 扩充 保持 。 
这 可 以 = 《IN，< 〉 为 例 来 说 明 ， 它 的 否定 在 此 框架 中 成 立 ， 而 它 本 身 则 在 
ue ( (IN, <)>) 中 成 立 。 要 明白 这 一 点 ， 请 注意 对 IN 上 的 任意 一 个 超 滤 U, 和 任 
意 一 个 自由 超 滤 VU, MA, RrU U, 成 立 (AA, A(X) e UV;， 则 外 一 定 是 余 有 
BW; 从 而 XeU,， 由 U, 为 自由 的 而 得 ]。 尤 其 是 ， 这 蕴涵 着 对 于 所 有 的 自由 超 
滤 U 有 ReUU。 因 此 ，Vxjy(Rxy 人 Ryy) 在 ue(《IN，<)) 上 显然 成 立 (这 一 
TEAR JIH F Goldblatt & Thomason!*"! ) 。 

并 非 所 有 的 模 态 公式 都 对 超 滤 扩充 保持 。“ 洛 伯 公 式 ” 上 太古 一 p) Lp (LF) 
就 是 一 个 反例 。 正 如 第 3 章 将 要 说 明 的 那样 ，LF 恰好 在 R 为 传递 关系 而 其 逆 关 
系 为 良 基 关 系 的 框架 F( =(W, R)) ERX. BN, CIN, <) LF, BÆ, WK 
据 一 个 类 似 于 上 述 论证 的 论证 可 知 ，we( CIN, >)) 原来 是 含有 自 返 元 素 的 。 因 
此 ， 它 的 关系 之 道 不 是 良 基 的 ， 从 而 LF 不 成 立 。 不 过 ， 在 第 6 章 、 第 13 章 以 及 
第 16 章 中 将 会 看 到 ， 对 超 滤 扩 充 保持 的 模 态 公式 〈 所 谓 的 典范 模 态 公式 ) 其 全 
体形 成 一 个 很 重要 的 公式 类 。 

引 理 2.27 任意 一 个 框架 了 都 可 以 同 构 地 艇 人 为 we(F) 的 一 个 子 框架 。 

证 明 : 所 要 的 嵌 人 j ES) = {|XCW|weX} 给 出 。 E 

不 过 , F 不 一 定 同 构 于 we(F) 的 一 个 生成 子 框 架 ， 正 如 由 例子 Vx dy (Rey A 
Ryy) 所 表明 的 那样 。 它 在 ue(《IN，< )) 中 成 立 并 且 对 生成 子 框架 保持 ， 但 它 
HERE (QON, <) 中 成 立 。 

迄今 为 止 ， 所 引进 的 主要 概念 〈 生 成 子 框架 ， 不 相交 并 ，P- 态 射 像 和 超 滤 扩 
充 ) 都 有 一 个 强 的 代数 动机 。 正 如 将 在 第 4 章 中 看 到 的 那样 ， 在 某 种 意义 下 它们 
对 应 于 后 述 的 代数 概念 : 同 态 像 、 直 积 、 子 代数 和 斯 通 表示 。 而 且 ， 定 理 2. 28 
(将 在 第 16 章 中 证 明 ) 表明 ， 它 们 刻画 了 能 定义 一 阶 关系 性 质 的 模 态 公式 。 

定理 2. 28" 一 个 对 初等 等 价 封闭 的 框架 类 是 对 某 个 模 态 公式 集 且 而 言 具 
有 形式 FIFE) 的 ， 当 且 仅 当 ， 它 对 生成 子 框架 、 不 相交 并 和 p- 态 射 像 封 
闭 而 且 它 的 补 类 对 超 滤 扩充 封闭 。 

可 惜 ， 如 若 没有 对 初等 等 价 封闭 这 一 限制 〈 即 限制 于 己 A- 初 等 类 ， 参 看 第 8 
章 ) ， 定 理 2. 28 并 不 一 般 地 成 立 。 这 一 点 可 从 第 3 章 中 的 一 个 反例 得 出 。 

另 一 个 重要 概念 是 过 滤 '”) 。 

定义 2.29 $M (=/W,, R, Vi) 和 M2( =(%, Ro, V)) 是 模型 ， 
并 令 了 是 对 构成 子 公式 封闭 的 一 个 模 态 公式 集 。 一 个 从 M 到 M, 上 的 映射 8 为 
相对 于 开 的 一 个 过 滤 ， 仅 当下 述 三 个 条 件 都 得 到 满足 : 
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(1) 对 于 所 有 的 w, ve W,, AR wv, WR e(w)e(v) (A, ¢ EAS); 

(2) 对 于 所 有 的 we W 和 工 中 所 有 的 命题 字母 pz，we Vi(p)， 当 且 仅 当 ， 
g(w) eV, (p); 

(3) 对 于 所 有 的 we W, 和 所 有 使 得 ps 工 的 模 态 公式 p， 若 MIFE Lelu], 
则 MLE Le[g(w) ]. 

5/32 2.30 (过 滤 引 理 ) WR g 是 从 M SIM, 上 的 、 相 对 于 并 的 一 个 过 滤 ， 
那么 对 于 所 有 的 we W 和 所 有 的 模 态 公式 pe D, 

M.E g[w], 4H, MLE ol g(w)]. 
典型 的 例子 是 一 个 模型 M (=W, R, V) 相对 于 一 个 对 构成 子 公式 封闭 的 模 
SARK YL KURA. ERE LARA (Wa, Ry, Vy), 这 里 g(w) = [pe 
LIME glw]}, Ws =g[W]，Rsg(w)g(v) 仅 当 对 于 所 有 使 得 Loe 工 的 模 态 
公式 9g 有 Loeg(w) 二 peg(v)， 对 所 有 出 现 于 区 中 的 命题 字母 p» (其 他 的 都 是 无 
KH) 有 V;(p) = ig(w) |peg(w)|。 显 然 ， 这 里 所 定义 的 映射 g 是 从 M 到 它 
HESSA EA — Pate 

M HIF E RAT A RE A M 相对 于 也 的 最 大 过 滤 。 这 样 称呼 它 的 
理由 就 在 于 ， 如 果 g ÆA M 到 一 个 以 W 为 个 体 域 的 模型 M' 上 的 、 相 对 于 三 的 
一 个 过 滤 ， 那 么 对 于 所 有 的 w, ve WWW， 有 R'g(w)g(v) BBR, e(w)e(v). M 
还 有 一 个 相对 于 三 的 最 小 过 滤 ，WW; 和 Vs; 都 如 上 定义 ,但 它 的 关系 Rs 定义 是 : 
如 果 存 在 wi， neW, HE gw) =g(w) Mgl) =g), W Rw, BA 
Rsg(w)g(v)。 容 易 验证 ， 如 果 g' 是 从 M 到 一 个 以 更 ;为 个 体 域 的 模型 M' 上 的 、 
相对 于 对 的 过 滤 ， 那 么 对 于 所 有 的 w,， veW, 车 Rsg(w)g(v), 则 R'g(w)g(v)。 

所 有 过 滤 都 是 同 态 ， 但 它们 不 一 定 都 是 P- 态 射 〈《 对 此 显然 有 反例 ) 。 不 过 ， 
在 若干 重要 的 情形 中 ， 过 滤 就 是 六 态 射 。 例 如 ， 当 也 是 由 全 部 公式 所 组 成 的 集合 
FHASF UT NBARPEN A FO, PURPA p-AS (SEA ik — ANE 
意 ， 在 这 一 情形 下 ， 模 态 坊 塌 中 的 任意 一 个 元 索 是 由 单独 一 个 模 态 公式 来 定义 
的 ) 。 这 一 主题 将 不 在 这 里 讨论 。 

过 滤 技 术 在 模 态 完全 性 理论 中 有 许多 应 用 !2] 。 这 里 只 提出 两 个 应 用 ， 二 者 
都 由 用 不 同 手段 得 到 的 已 有 结果 的 新 证 明 组 成 。 

引 理 2. 22 蕴涵 着 ,任意 一 个 并 非 普 遍 有 效 的 模 态 公式 都 在 某 个 有 穷 模 型 上 
为 假 。 这 可 以 很 迅速 地 得 到 证 明 。 如 果 @ 不 是 普遍 有 效 的 ， 那 么 对 某 个 框架 下 、 
某 个 we 玉 和 F 上 的 某 个 赋值 VY，《F, VH -gL[w]。《F,，V》 相 对 于 由 mg 及 其 
所 有 子 公 式 组 成 的 有 穷 集 的 模 态 拥 塌 就 产生 一 个 有 穷 模型 M，g 在 此 模型 中 为 
假 。 这 一 性 质 被 称 为 有 穷 模 型 性 。 它 蕴涵 着 ， 由 所 有 并 非 普 遍 有 效 的 模 态 公式 所 
组 成 的 集 是 递归 可 枚 举 的 (在 有 穷 模型 中 搜寻 会 最 终 得 到 公式 的 全 部 )。 于 是 很 
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容易 明白 ， 由 所 有 普遍 有 效 的 模 态 公 式 所 组 成 的 集 也 是 递归 可 枚 举 的 〈 参 看 第 3 
章 和 第 5 章 )。 因 此 ， 据 波斯 特定 理 可 知 ， 模 态 公式 的 普遍 有 效 性 是 一 个 递归 
推论 2.31 由 所 有 普遍 有 效 的 模 态 公式 所 组 成 的 集 是 递归 的 。 

过 滤 的 第 二 个 应 用 是 关于 前 面 提 到 的 公式 Vx 3y(RxeyARyy)。 有 一 个 复杂 的 
证 明 〈 利 用 超 滤 扩 充 的 ) 表明 没有 一 个 模 态 公式 能 定义 它 。 而 借助 过 滤 ， 易 得 
此 结果 之 初等 证 明 。 假 定 某 个 模 态 公式 集 A 定 义 Vx3y(CRxyrARyy)。 由 于 这 公 
AH (IN, <) 中 不 成 立 ， 故 而 有 某 个 esA 使 得 对 某 个 赋值 VY 和 ne IN, CIN, 
<,WYE-eglw], SL BH p 及 其 所 有 子 公式 组 成 的 有 穷 集 。 定 义 一 个 从 
(IN, <, V 到 一 个 使 p 为 假 的 有 穷 模 型 M = 《WW ，R,，Vi〉 的 过 滤 g 如 下 : 

ge(n)={egeL UN, <, WF gln)}; 
Ww, =g[IN] ; 

对 各 个 使 得 Loe EKHAR e, 若 Lpeg(m) 则 Zp Fl go MLE g(n) P, RA 
Rig(m)g(n); 

对 任意 一 个 命题 字母 p e DIMA, Vi(p) = ig(m) |peg(m)|。 

CR, 的 这 一 选择 产生 一 种 相对 于 允 的 模 态 十 塌 ， 常 常 被 称 为 莱 蒙 过 滤 ) 那个 g 为 
相对 于 于 的 一 个 过 滤 ， 这 一 事实 由 < 为 传递 关系 得 出 。 此 外 也 很 容易 看 出 ，R， 
是 传递 的 。R, 还 满足 Vx yRxy， 因 为 < 满足 这 条 件 并 且 g ( 因 是 一 个 同 态 而 ) 
传送 了 它 。 但 是 ， 任 意 一 个 满足 VxVy(Rrxy—Vz(Ryz 一 Rxz)) 和 Vx3yRxy 两 条 
件 的 有 穷 框架 也 满足 Vx 3y( RxyA Ryy)。 由 此 可 知 ，A MME (W, R) 中 成 
ML, JET pe A 于 此 为 假 的 事实 。 | 

莱 蒙 过 滤 表 现 了 过 滤 技 术 的 一 个 重要 特征 。 我 们 常常 试图 按 下 述 方式 来 定义 
(PHP) 那个 关系 及 ; 保留 了 原来 关系 的 某 些 所 需要 的 性 质 (在 我 们 的 情形 
中 是 传递 性 ) 。 

关于 过 滤 的 最 后 一 个 重要 应 用 ， 见 (引言 中 提 到 的 ) 《哲学 逻辑 手册 》 中 
“对 应 理论 ” 那 一 章 。 在 那里 ， 引 进 了 框架 之 间 的 模 态 等 值 的 概念 ， 意 指 它们 有 
相同 的 模 态 理论 。 我 们 可 以 通过 把 模 态 “ 反 例 ” 从 一 个 框架 过 渡 到 另 一 个 框架 、 
先 “ 过 滤 ” 然 后 “ 舱 入 ”来 证 明 这 样 的 等 值 。 模 态 等 值 筛选 的 研究 告诉 我 们 许 
多 有 关 模 态 语言 表达 能 力 的 东西 。 对 于 某 些 特殊 情形 ， 如 良 序 框 架 ， 在 此 期 间 已 
经 找到 了 完全 的 分 类 [粗略 地 讲 就 是 ， 模 态 逻 辑 只 承认 可 数 序 型 wonk, 
ww+k(k, new)]o 

余下 要 定义 的 是 上 述 讨 论 导致 的 语义 后 承 概念 。 存 在 有 两 个 这 样 的 概念 ， 二 
者 都 分 别 划 分 成 一 个 局 部 的 和 一 个 全 局 的 。 | 

定义 2.32 对 于 一 个 模 态 公式 集 且 和 一 个 模 态 公式 p MA, 
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二 睛 mp， 是 指 对 于 所 有 的 框架 了 ， 若 卫 户 了， 则 了 户 p (全 局 后 承 ) ; 

LE ,e, ZITA HE F Alwe WwW, BFEY[w), WEHE pg[w] 
(局 部 后 承 ) ; 
Z 请 。p， 是 指 对 于 所 有 的 模型 M, EMEF, MME g; 

2 六 。p， 是 指 对 于 所 有 的 模型 M 和 we 和 , #MEY[w], BME 
elw]. 

从 我 们 的 观点 来 看 全 局 后 承 比较 自然 。 不 过 ， 假 如 框架 这 一 基本 概念 取 为 带 
有 一 个 特 指 的 世界 w 的 框架 (F, w) (如 克 里 普 克 最 初 发 表 的 论文 中 那样 ) ， 那 
么 局 部 后 承 还 是 较为 合宜 的 。 幸 好 ， 这 两 个 概念 很 容易 比较 。 令 L( 对) 是 集合 
iLplged, i20}. 

引 理 2.33 ”对 任意 模 态 公式 集 壮 和 任意 模 态 公式 p， 

LE}, MAM, L(y) =E 
E=, 4BW4, LOL)E,. eo 

证 明 : 利用 引 理 2. 11, a 

因此 ， 我 们 的 注意 力 将 集中 在 全 局 后 承 。 很 容易 证 得 ，2F 卢 。p BML. 
不 过 ， 此 蕴涵 之 逆 不 成 立 。 例 如 ， ip) Lm ip) HL. E6 章 中 将 会 看 
到 ， 对 上 户 ,。 而 言 ， 存 在 完全 性 定理 ， 而 对 瞩 ; 而 言 不 存在 这 样 的 结果 ， 从 第 1 章 
提 到 的 托 马 森 的 结果 看 来 : E, “RIR” o 

注意 ， 局 部 和 全 局 这 两 种 说 法 之 间 的 区 别 也 出 现在 标准 逻辑 中 。 在 那里 定义 
EE yg 时 ,我 们 可 以 在 “局 部 ”和 “全 部 ”之 间作 选择 ， 前 者 定义 为 “对 于 所 
有 的 结构 D 和 所 有 的 指派 b, DHE] AW DE olol”, 后 者 定义 为 “对 于 
所 有 的 结构 D, 若 对 于 所 有 的 指派 5 有 D 瞩 [58]， 则 对 于 所 有 的 指派 了 3 有 D 户 
gL[5]”。 这 一 术语 不 同 于 数学 中 的 做 法 ， 在 数学 中 局 部 说 法 强 于 全 局 说 法 。 
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当 在 模型 中 解释 模 态 公式 时 ， 如 定义 2. 1 中 那样 ， 它 们 等 值 于 一 种 特殊 的 一 
阶 公 式 。 这 一 点 从 下 述 把 模 态 公式 p 变 成 含有 一 个 自由 变 项 的 工 - 公 式 ST(p) 的 
翻译 来 看 ， 将 会 更 清楚 。 

定义 3.1 令 x 是 一 个 固定 的 个 体 变 项 。 

(i) ST(p) =Px; 

Gi) STC) =7STCB) ; 

(iii) ST(y Ay) =ST(y) AST(Y); 

(iv) STC Lp) = Vy(Rey[y/x] ST(Y)); 

这 里 y 是 (全 部 个 体 变 项 的 某 个 固定 的 枚 举 中 ) 第 一 个 不 在 ST(y) 中 出 现 
的 个 体 变 项 。 例 如 : 

ST(Lp—p) = VY( Rxy—Py)—Px 
ST(Lp—>LLp) = Y y( Rxy—Py) > Y y( Rxy— V z( Ryz—Pz) ) 

可 以 附加 一 些 补 充 性 〈 但 是 多 余 的 ) 的 条 款 ， 例 如 : 

(v) STC Mp) = dy( Rey A\[y/x]ST(h)) 0 

由 于 模型 也 是 L -结构 ， 故 而 有 一 个 明显 的 等 价 成 立 : 

ME glu], ER, ME ST(q)[w] OXEA x HI w); 

ME 9, “HEN, ME VxST(¢). 
利用 这 个 等 价 ， 有 关 L 的 一 些 熟知 的 结果 就 可 应 用 于 模 态 公式 。 例 如 ， 我 们 立 
即 就 可 得 到 下 面 的 一 些 定理 : 就 模型 而 言 的 骆 文 汉 姆 - 斯 科 伦 定 理 、( 就 户 。 而 
言 的 ) Bs 性 定理 和 (在 由 所 有 普遍 有 效 公式 所 组 成 的 集 是 递归 可 公理 化 的 意 
义 下 的 ) 完全 性 定理 。 

然而 在 框架 中 解释 模 态 公式 时 ， 它 们 就 变 成 (L 中 的 ) 二 阶 公 式 。 如 果 模 
BAK 9 含有 命题 字母 p, ，…，p,， 那 么 下 述 等 价 成 立 : 
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FE glu] 当 且 仅 当 FEVP,--VP,ST(9)[w], 
FE 9 当 且 仅 当 FEV«VP,---VP,ST(o), 
当 且 仅 当 FEVP,---VP,V«ST(). 
就 框架 而 言 ， 骆 文 汉 姆 - 斯 科 伦 定理 不 成 立 : 在 论文 [78] 中 托 马 森 给 出 了 一 
个 不 可 数 框 架 的 实例 ， 使 得 没有 一 个 可 数 框架 能 满足 条 件 Thra (E) = Th,,(F')。 
紧 致 性 定理 也 不 成 立 : 同样 是 这 位 托 马 森 ， 他 在 论文 [76] 中 给 出 了 模 态 公式 
集 王 及 模 态 公式 w 的 实例 使 得 卫 瞩 /pg， 但 是 没有 一 个 有 穷 的 对, LERE E, 
户 Mp。 后 一 结果 可 由 二 阶 逻 辑 到 模 态 逻辑 的 托 马 森 归 约 (参看 第 1 章 ) 与 二 阶 逻 
辑 的 不 紧 致 性 相 结 合 而 得 。 此 外 ， 虽然 普 遍 有 效 性 是 一 个 递归 可 公理 化 的 概念 
(如 上 所 说 )， 但 模 态 后 承 关 系 上 三 ,( 即使 在 单个 模 态 公式 之 间 也 ) 不 是 递归 可 公 
理化 的 ， 正 如 第 1 章 中 所 示 。 l 
现在 将 讨论 作为 (一 阶 ) L-ARKWRAGK., EABH AMD, eE 
点 将 移 到 作为 (CR) LARA. 
对 于 形 如 ST eo) (就 模 态 的 p WMA) W LL- 公式 ， 存 在 有 一 个 较为 优美 的 、 
独立 的 描述 方法 。 
定义 3.2 一 个 m- 公 式 是 指 满足 下 述 条 件 的 、 最 小 的 已 -公式 类 于 的 一 个 
成 员 : 
(i) 对 各 个 一 元 谓词 党 项 P 和 各 个 个 体 变 项 x*，Px eX; 
Gi) #aeX, WrraeX; 
(iti) BaeX HgBeX, 则 (a 人 AB) eX; 
(iv) BaeX Hx, y 是 不 相同 的 个 体 变 项 ， 则 Vy(Rxy 一 a) eX. 
因此 ，m- 公 式 就 是 从 一 元 原子 公式 利用 布尔 算 子 和 受 限 的 全 称 量 化 式 构造 起 来 的 
公式 。 模 态 公 式 的 翻译 属于 一 个 带 有 更 多 限制 的 类 。 
定义 3.3 一 个 -公式 是 指 满足 下 述 条 件 的 、 最 小 的 工 - 公 式 类 站 的 一 个 
成 员 : 
(i) 对 各 个 一 元 谓词 常 项 P 和 各 个 个 体 变 项 x*，Px eX; 
(ii) #aeX, WoaeX; 
Gi) Aa 和 BB 有 相同 的 自由 个 体 变 项 并 日 都 在 了 中 ,， 则 (a Ap) eX; 
(iv) #aeX Hy 是 a 的 那个 自由 个 体 变 项 ,， 则 Vy(Rrxy 一 a) eX, RB« 
不 同 于 y。 
m- 公 式 至 少 有 一 个 自由 变 项 ，M- 公 式 恰好 有 一 个 自由 变 项 。 
引 理 3.4 任意 一 个 m- 公 式 a 等 值 于 人 -公式 的 一 个 布尔 组 合 ， 这 些 M-A 
的 自由 变 项 都 在 a 所 有 的 自由 变 项 之 中 。 
证 明 : 此 断言 的 证 明 是 施 归纳 于 m- 公 式 的 复杂 度 上 进行 的 。 为 了 简化 证 明 ， 
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上 述 定义 改变 如 下 。 增 加 一 条 关于 析 取 (V) 的 条 款 ， 并 把 关于 受 限 的 全 称 量 
化 式 的 条 款 换 成 关于 受 限 的 特 称 量化 式 的 条 款 。 这 样 的 改变 是 无 害 的 ， 因 为 我 们 
只 想 要 证 明 一 个 等 价 式 。 

a=Px, aa=np6,w=8Ay 和 aw=BVy 等 情形 是 不 足 道 的 。 余 下 要 考虑 的 是 
a=3y(ReyAB) 的 情形 。 据 归纳 假设 ，B 等 值 于 M- 公 式 的 一 个 布尔 组 合 ， 这 些 
M- 公 式 各 自 的 自由 变 项 都 在 B 所 有 的 自由 变 项 之 中 。 据 分 配 范式 定理 ，B 又 等 值 
于 形 如 YT TL. ,By 的 一 个 公式 ， 这 里 各 个 By 是 一 个 M- 公 式 (EFRA, MX 
的 规定 是 Dp = set PI Vee V g,) ATL |g: = ap Pi Ns Nid) © 


据 标准 逻辑 , 3y(Rxy AD" TT By) SAF DT, Sy(Rey A TT By )。 
所 以 ， 只 需 考虑 这 个 析 取 式 的 各 个 析 取 支 。 如 果 诸 By 中 没有 一 个 有 自由 变 项 y， 
WW A y(Rey A TL" B) 等 值 于 3y(Rxy A (Py V > Py)) ATI By» KEP 
任意 取 定 的 一 个 一 元 谓词 常 项 。 这 正 是 所 要 求 的 那 种 M- 公 式 的 一 个 布尔 组 合 。 
AM, SB) 为 所 有 以 y 为 自由 变 项 的 By 的 合 取 ， 并 令 大 为 其 余 那些 Bs 的 合 取 。 
那么 3 y(Rey A JI” By) 等 值 于 Iy Rey AB) 人 B? ， 也 是 所 要 求 的 那 种 M-A 
式 的 一 个 布尔 组 合 。 m 

推论 3.5 任意 一 个 带 一 个 自由 变 项 的 m- 公 式 等 值 于 一 个 M- 公 式 。 

证 明 : 带 同 一 个 自由 变 项 的 M- 公 式 的 布尔 组 合 本 身 仍 是 一 个 MAR M 

m- 公 式 是 模 态 公式 的 明显 的 推广 。 注意， 据 引 理 3.4， 各 个 mm- 公式 a 等 值 于 
M-AR Ra = >" a, 的 一 个 合 取 工 ,oa 。 在 许多 情形 中 ， 我 们 仅 感 兴 
趣 于 这 一 类 公式 的 全 称 闭 包 (SH “ME p” 的 定义 )。 现 在 , a 的 全 称 闭 包 a 
SEF a ， 并且， 由 于 a; 可 被 认为 是 由 MAR a; (各 自 带 一 个 不 同 的 自 
由 变 项 ) 组 成 的 ， 故 而 a AT" oy 9。 因 此 ， 在 这 一 情形 下 ， 又 是 模 态 公 
式 〈 的 闭 包 ) 起 了 重要 作用 。 

下 一 个 结果 是 依据 对 生成 子 模型 和 p- 关 系 的 不 变性 而 作 的 (作为 所 有 L-A 
式 的 一 个 子 集 的 ) m- 公 式 的 一 个 语义 刻画 。 据 推论 3. 5， 这 个 语义 刻画 同样 也 产 
ET “ABAR” EL 中 的 一 个 刻画 。 相 关 的 定义 如 下 。 

至 于 “生成 子 模型 ”的 概念 ， 请 参看 定义 2. 10。 

定义 3.6 称 一 个 带 自由 变 项 x, ，…，%, 的 石 -公式 p 为 对 生成 子 模型 不 变 
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的 ， 如 果 对 于 所 有 的 满足 MX CM, 的 模型 M 和 M2: ， 以 及 对 于 所 有 的 wi ，… 
w,eW,, ME glu, =, w], 4H, M,- elw, =, w,]o 

定义 3.7 CHM, =(W,, Ri, V) AIM, =(W,, R,, V,》 之 间 的 一 个 p- 关 
A, ， 是 指 下 述 四 个 条 件 都 得 到 满足 : 

Ci) C 的 定义 域 为 W, 而 值 域 为 W; 

Cii) 对 满足 Cwv 的 各 个 we Wl 和 we 了 瑟 ， 以 及 对 各 个 一 元 谓词 常 项 已 ,ws 
ViCP), MER, veV,(P); 

Gii) 对 满足 Rww' 和 Cow MES w, w'eW, 和 ve WW,， 存 在 有 一 个 v'en, 
满足 Rw!' 和 Cw'v'; 

Civ) 对 满足 Rw FU Cow 的 各 个 v,，v' EW, 和 we Wi， 存在 有 一 个 weW 满 
Æ Riww' 和 Cw'v', 


bd 





定义 3.8 称 一 个 带 自 由 变 项 x,，…， x, BLAR p 为 对 p- 关 系 不 变 的 ， 
如 果 对 于 所 有 的 模型 M 和 M: M, AM, 之 间 的 所 有 p- 关 系 以 及 满足 Cw,w,’, 
+, Cw,w, WTA wi, +, w, EW w’, 0, w'e W, ME olw, 0, w], 
4AM4, ME elw’, =, w, lo 


这 些 概念 仅 对 带 自由 变 项 的 公式 才 有 意思 。 一 个 对 生成 子 模型 不 变 的 L - 语 
名 或 是 普遍 有 效 的 ， 或 是 一 个 矛盾 式 ， 正 如 利用 第 2 章 中 的 方法 所 容易 看 到 的 
那样 。 

定理 3.9 ”一 个 至 少 含有 一 个 自由 变 项 的 万 -公式 p 等 值 于 一 个 mAAR, 4 
且 仅 当 ， 它 对 生成 子 模型 和 产 关 系 都 不 变 。 

证 明 : 有 一 个 方向 是 容易 证 明 的 。 各 个 m- 公 式 对 生成 子 模 型 和 p- 关 系 都 不 
变 ， 简单 地 施 归 纳 于 公式 即 可 证 明 。 

另 一 方面 ， 令 e 具 这 个 性 质 并 令 p 所 有 的 自由 变 项 为 x/，…，x,。 定 义 
m (9) =i¢ |e mK, p| y, FHE y AW BME x, oo xe, 之 
fl}, RITE, m( pe y。 据 紧 致 性 定理 ， 这 个 结论 意味 着 对 某 个 we 
my), PF Hit, TRA E goyw%w。 由 于 这 个 证 明 要 用 到 在 第 15 章 中 不 同 
地 方 重复 出 现 的 一 种 构造 ， 故 而 我 们 在 下 面 对 其 做 更 详细 地 介绍 。 

SME m(p)[w, =, w], BENEAT w, =, w (记号 w 被 一 致 
地 用 于 为 一 个 对 象 w 引进 一 个 唯一 的 个 体 常 项 )。 附 加 w, ，…，w, BL, 中 得 到 
一 个 语言 上 。 然 后 通过 用 w, 解释 w ，…，w, 解释 w, EM, 膨胀 成 一 个 Lit 
型 Mo Fo 是 9g 经 Wi 代入 zi，…，W, 代入 %, 后 所 产生 的 结果 。 

EM m( Ly) 为 由 廿 ! 中 所 有 按 下 述 方式 得 到 的 那些 语句 (1!1) 所 组 成 的 类 : 
从 形 如 Px 或 Pe 的 原子 公式 开始 并 应 用 、A 、Vy( Rxy 一 、 或 者 Vy(Rey 一 而 
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得 ， 这 里 * My 是 不 同 的 个 体 常 项 ， 并 且 “ 是 任 取 的 一 个 La 中 的 个 体 常 项 
(m- 公 式 总 是 至 少 有 一 个 自由 变 项 ， 但 这 样 放宽 定义 仍然 生成 语句 ) 。 

lo*}Ulslpem(L,), EME wi 的 各 个 有 穷 子 集 都 有 模型 。 因 为 ， 假 
定 不 是 如 此 ， 则 对 如 所 描述 的 某 些 yy ，…, dn, PT TC A Ad.) (AR, 
由 于 M, f= m(@) [w,, mt wa ] ， 故而 可 得 M, = 7 Cy, Av Api), 矛盾 于 
M Ey A…Aw,。 因 此 ， 存 在 一 个 Ni 为 整个 集 的 模型 。N,, 是 满足 下 述 两 条 件 
的 一 个 -模型 : 

Gi) NiE g"; 

Gi) N,, -m(L,,) -Miio 
这 里 ，(〈ii) Æ “Meh eem(L,), NE oe, SARS, Mie ”的 一 个 
缩写 。 

对 于 满足 e 为 Li 中 个 体 常 项 、w 为 Nu 的 个 体 域 中 元 素 且 N HE RexLw] 的 
各 个 c 和 w， 附 加 一 个 新 常 项 ,到 工 中 得 到 LL。 然 后 通过 将 各 个 有 ,解释 为 w 使 
Ni 膨胀 成 一 个 L-EN N, m(L,) 的 定义 类 上 而 作 。 

fy lwem(L,) ANE p} U {Reku | NE= Reka! 的 各 个 有 穷 子 集 都 有 一 个 
为 M, 的 膨胀 的 模型 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 考 虑 如 所 描述 的 如，…， 乱 ， 以 及 
Re 有 > s Rey Keg, OEE pi Ae Age, 中 出 现 而 又 不 在 ks ，…，kwy 之 中 的 各 个 








有 附加 一 个 Rek。， 不 妨 设 这 样 的 Reka H how s kupro 然后 取 不 在 pa AA 
ip, 中 出 现 的 、 不 相同 的 变 项 x, hy Xis Yis "os Vso FHA EMAAR k.u» 
hes Rows s kowo BE n AAG) PER, Nu as, (Re No A 


Jx (Re A Iy (Reyi A A Ay, Rey A Chi No Ap) e)s 这 个 语句 在 m 
(La) 中 ,因为 有 Ni -m(L,) - Mi， 因此 它 也 在 Mu 中 成 立 。 现 在 很 清楚 ， 
Mi 是 如 何 膨 胀 成 ipi eo Wo Rokam, 1s Reken) 的 一 个 模型 的 。 

引用 一 个 熟知 的 模型 论 论证 ， 由 此 可 知 上 述 术 集 合 有 一 个 满足 下 述 条 件 的 模 
型 M,: 

(i) Muy <inM, oe M Æ M, 的 一 个 Li1- 初 等 子 模型 ); 

(ii) N, -m (L,)-— 

这 里 ，(ii) 下 的 记号 意义 交工 。 整个 情形 见 图 3-1 


模型 : M. M, <a M, 
“| of 
Ni N, 
语言 : L, Ly Ly L, 
图 3-1 
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重复 这 一 过 程 ， 但 现在 从 M, 开始 。 对 于 满足 e 为 5 中常 项 、w 为 M, 的 个 体 域 
中 元 素 并 且 ME Rex[w] 的 各 个 c 和 w， 附 加 一 个 新 常 项 ,到 L, 使 之 成 为 La, 
然后 将 各 个 有 ,解释 为 w 使 M, 膨胀 成 一 个 声 ; -模型 M,,。 利 用 一 个 如 上 给 出 的 论 
证 ,我 们 可 以 看 到 ,jylIywem(b) HMHE wv} U {Reku | ku E Ln —L, H M, 
E Reka) 的 各 个 有 穷 子 集 都 有 一 个 为 N, 的 膨胀 的 模型 。 因 此 ， 这 个 集合 有 一 个 
满足 下 述 两 条 件 的 模型 Na : 

(i) Na < Nz; 

(ii) N, - m( La ) -M,,. 

用 图 3-2 来 表示 ， 这 就 成 了 如 下 形式 : 








模型 : M, ML <an M, M,, 
aD of gD 
N, N, <a N,, 
语言 : L, Li L, L, La 
图 3-2 


这 个 过 程 继续 迭代 下 去 就 产生 两 条 初等 链 M Ma, AMN, No, =, 分 
别 以 M AN 为 极限 。 而 且 ， 这 一 过 程 创造 的 全 部 语言 中 所 有 有 解释 的 常 项 在 两 
侧 形 成 两 个 特殊 的 子 模型 (通过 上 述 Rek, -公式 ，R- 后 继 对 象 之 间 的 锯齿 型 联系 
逐步 构造 起 来 ) 。 所 要 求 的 结论 则 可 以 从 对 o 的 假定 和 初等 链 的 基本 定理 得 出 。 
首先 ， 由 于 NuF o” ,故而 Np。 由 UL 中 所 有 常 项 产生 的 N 的 子 模型 N。 
是 NN 的 一 个 生成 子 模型 ， 并 且 ， 因 此 而 由 w 对 生成 子 模型 不 变 可 得 ，N. 睹 go 
命 由 UL 中 所 有 常 项 生成 的 、 M 的 生成 子 模型 为 M,， 现 在 定义 N. AM, 之 间 的 
一 个 p- 关 系 C 如 次 : Cov 成 立 是 指 对 某 个 常 项 ce UL, w=" 和 v=c 。 两 条 链 
的 构成 过 程 保证 C 满足 p- 关 系 所 要 求 的 四 个 条 件 。 据 p 对 p- 关 系 不 变 可 得 ， 
ME o*, 并且， 再 次 利用 p 对 生成 子 模型 不 变 又 可 得 ，M 户 p'o KERA 
ME o”, PAME olw, t, w,]o a 

证 明 中 用 常 项 ,而 不 直接 用 w 是 为 了 避免 下 面 的 麻烦 。 令 c 和 c 为 Ly 
的 常 项 ， 并 令 NUE Re,x[w], ANE Resx[w]。 则 {Reyw, Rew} 不 一 定 有 一 
个 为 M, 的 膨胀 的 模型 【所 用 的 方法 仅 产生 Lat x (Rex 人 Rezx1)， 但 这 不 
fim(L,) 中 的 语句 ， 因 此 不 必 在 Mi 中 为 真 ]。 如 果 使 用 Reiw，Rcw， 虽 然 得 
Aj m(L,,) 句子 3x (Rex 人 3xsResxs)， 但 此 语句 遗漏 了 c 和 c, 共有 一 个 R- 后 
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继 的 信息 。 

关于 作为 -公式 的 模 态 公式 的 讨论 部 分 至 此 结束 。 我 们 现在 已 获得 有 趣 的 
认识 ， 即 模 态 公式 可 以 看 做 是 [- 公 式 ， 即 作为 表达 择 代 关 系 的 《二 阶 ) 性 质 的 
工具 。 不 过 ， 上 述 使 模 态 公式 p 与 -公式 VP… VP, STe) 相 联 系 的 对 应 没有 
给 我 们 提供 多 少 信息 。 在 许多 情形 中 ， 可 以 找到 较 简 单 的 等 价 物 ， 甚 至 常常 是 一 
阶 性 质 〈 即 -公式 ) 。 下 面 看 几 个 例子 ， 大 家 就 会 有 这 样 的 感觉 。 

对 于 所 有 的 F( =(W, R)) MAW weW A: 

(1) FE Lilw), HEI, FH ` 3 yRylw] 

(2) FE MT[w]， 当 且 仅 当 , FE J yReylw] 

(3) FE MLil[w], 48024, FE 3y(Rxy 人 = 34zRyz)[w] 

(在 这 最 初 三 个 例子 中 ， 赋 值 根 本 不 起 作用 ) 

(4) FE Ip>plw], HHM, FE RxxLw] 

(5) FE 1p 一 Lip[Lw] ， 当 且 仅 当 ， FEV y( Rey V z( Ryz—Rxz) )[ w] 

(6) FE MIp>plu], 4HM24, FEV y(Rsy>Ryx) [w]. 

此 外 ， 最 后 有 一 个 例子 表明 等 词 也 同样 是 必须 有 的 

(7) FE poip[w)], BAH, FEV y( Rxy—>y =x) [w] o 

这 七 个 等 价 命题 的 证 明 可 在 第 9 章 中 找到 。 

有 些 读者 习惯 于 下 述 的 等 价 命题 : 

(4Y FE 成 一 p[w] ， 当 且 仅 当 , FR VxRxxLw]。 

我 们 较 喜 欢 这 里 所 给 的 “参数 化 ”形式 ， 因 为 它 比 较 自然 〈 正 如 第 9 章 中 显现 
的 那样 ) 并 且 也 因为 它 信 息 较 多 ， 强 于 第 二 种 表述 (正如 第 7 章 中 显现 的 那 
样 ) 。 

为 了 对 如 何 证 明 这 些 等 价 命题 有 一 个 初步 的 观念 ， CF =L( (Lp ^p)—>4) V 
L Lq—p) 将 可 当做 一 个 不 太平 庸 的 例子 来 用 : 

(8) FE CF[w], ENH, F E= Vy (Rey Y z ( Rxz— ( Ryz V Rzy V z = 
y))) [w] (EP CF 定义 一 种 连通 性 ) 。 

(8) 的 证 明 ”从 右 至 左 : 设 所 给 的 关系 性 质 在 w 处 成 立 。 令 V 是 上 的 任意 
一 个 赋值 。 若 CF, WE L( Up Ap) 一 9)[w]， 则 没有 什么 要 证 明 的 ， 因 此 设 (F, 
VÆL Up Ap)—q) lw]. RE, 某 个 满足 Rw ve WA (F, V) Cp A 
p)—glo], BU (F, VH Lp Aple], mi (F, Vale). 于 是 ， 要 证 明 的 是 《FE， 
V)EL(Lqop)(w). FRU u 是 任意 一 个 满足 (F, VE lul, w W Raa. R 
需 证 明 (F, VE pLu]。 至 多 有 三 种 可 能 : RÆ Ru (Hie (F, V= ple], 7 
生 所 要 求 的 结论 ) 或 是 Rw (这 是 不 可 能 的 ， 因 为 (F, VE Llu] ACF, VH 
g[v]), 或 是 w=v (Hie (F, VE ple], 也 产生 所 要 求 的 结论 ) 。 





. 33 . 


第 一 部 分 “ 模 态 命题 逻辑 的 简要 概述 





MEEA: 设 所 给 的 关系 性 质 在 w 处 不 成 立 。 这 意 指 ， 有 u, v 使 得 Rwv、 
Rwu, ~Rvu, ~Rw WR uo, et V(p) = [vj UlxeW| Rox! 和 Vig) = 
ixe W| Rux| 来 定义 一 个 赋值 VY。 很 易 算出 ，《F, VEL (Cp A\p)—q)[v] 和 
(F, V) Lq—plu], Aim (F, VYRECF[w]. a 

“ 洛 伯 公 式 ”L( Lpp)—lp( LF, BB 1B) 是 不 能 用 一 个 天 -公式 来 定义 
的 模 态 原则 的 一 个 重要 例子 : 

(9) FE LFLw]， 当 且 仅 当 , (i) FH V y(Rey—> Vz( RyzRxz) ) [ww] 

FHA, (ii) FEES: IN—W 使 得 f(0) =w 
且 对 各 个 nelIN 有 Rf(n) f(n+1)。 

(因此 , FE LF, MERY, RERE RR 的 逆 关系 是 良 基 的 ) 

(9) 的 证 明 从 左 至 右 : 要 得 到 LF 蕴涵 传递 性 这 一 结论 ， 最 好 是 把 LF 看 
Be L-AIR V P( Y y( Ray ( VW 2( Ryz Pz) Py) ) 一 Vy(Rxy>Py))， 然 后 用 五 - 公 
式 Rau A Yv( Ruv—Rev) 替代 形 如 Pu 的 子 公 式 。LF 蕴涵 R SRS Bx 
一 结论 使 用 换 质 位 法 得 到 : 设 所 禁止 的 f 存 在。 定义 V(p) =W- In) |ne IN} , 
BAT f(n) 使 得 CF, VH Ip[f(n)] RE, 但 对 所 有 不 是 f(n) Hov, (F, 
VE ple]. Wik, (F, WF Llp p) [f(0)], 并 有 (F, VY IpLf(O0)]: LF 
为 假 。 

从 右 至 左 : 假定 对 某 个 V 和 w,《F, VLF w] (E CF, WE L(Ip—>p)[w], 
H (F, V plw]), 但 (i) 成 立 。 所 禁止 的 /可 以 如 下 构造 出 来 。 设 f(0) = 
w。 于 是 ,假定 已 经 定义 有 f(n) 使 得 RAOS), =, Rn) f(n+1) 以 及 
(F, Vi Ip[f(n)]」 都 成 立 。 这 意味 着 ， 对 某 个 满足 RICn)v W ove WEE (F, 
Vpl], AX (i), ROn) RE, Am Rf(0)v 也 成 立 , 于 是 由 (F, V) 
FE LULpp)[f(0) ], AMA (F, Vy Ipp[v], BREA CF, 候 括 tp[v]。 Bo 
=f(n+1). E 

正如 下 面 所 表明 的 那样 ，R 的 逆 关 系 之 良 基 性 不 是 模 态 可 定义 的 。 

一 个 在 许多 方面 的 表现 很 像 LF 的 公式 是 “ 达 米 特 公理 ”的 下 述 变 种 ; 
Dum =L(L(p 一 1p) 一 Pp) 一 po。 相关 的 等 价 命 题 这 里 不 加 证 明 地 陈述 于 下 : 

(10) FE Dum[ w], BAL, (i) FE Rxx[w]， 并 且 

Cii) FEV y( Rey Vz( Ryz—»Rxz) ) [w] 
FFA, (ii) PEES: IN 一 WW 使 得 
f(0) =w， 且 对 各 个 nelIN 有 Rf(n)f(n+1) 
且 f(n) 4f(n +1). 
注意 ， 给 出 了 所 有 这 些 例子 ,我 们 也 就 为 定义 主要 的 概念 做 好 了 准备 。 
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定义 3.10 对 任意 模 态 公式 g 和 任意 带 一 个 自由 变 项 的 有 -公式 a， 

Elp, a), MHR, VFC=(W, R))VweW(FE glwleFE alw])。 
对 任意 模 态 公式 pg 和 任意 -语句 a, 

E (g, a), SENK, VE(FE pF FE a), 

M, = lp lHa, Elg, a)}, 

M, = 1p | 对 某 个 a, E (p, a)| (=pl FRC) 是 万- 初等 的 | ) ， 

Pi =al HT o, Ele, a)}, 

Pi = |a | 对 某 个 p, E (p, a)lo 

E 是 模 态 公式 和 0- 公式 之 间 的 局 部 等 价 关系 ， 而 (gp，a) 则 是 全 局 等 价 关 
Ro WREG, a), HEFa 有 一 个 自由 变 项 ,那么 严 (p，VYxa)。 由 此 可 知 ， 
M, CM, 且 PEP。 正 如 将 在 第 7 章 中 所 表明 的 那样 ， 前 一 个 包含 是 真 包含 。 至 
于 后 一 个 包含 ， 那 是 一 个 未 解决 (而 又 不 那么 有 意思 ) 的 问题 。 

在 第 2 章 的 叙述 中 ， 我 们 已 经 看 到 若干 不 在 互 中 的 名- 语句， 也 就 是 
da dyRxy,VxVyRxy, Var Rex 以 及 Vx 3y(Rrxy A Ryy)。 这 一 信息 必须 等 到 第 
14 章 着 手 研究 P, 和 Pl1 时 才 处 理 。 现 在 ,我 们 将 只 论述 M, 和 M1。 

上 述 定 义 可 以 有 两 种 方式 来 做 推广 。 

首先 ， 我 们 可 以 考虑 由 所 有 满足 p 等 值 于 某 个 -公式 集 的 模 态 公式 o 所 组 
成 的 模 态 公式 类 。 不 过 ， 这 一 方向 上 并 没有 什么 收获 。 考 虑 最 有 意思 的 情形 ， 设 
对 某 个 LARLA FR e) = FROX)( BY FRCL) Œ L-A 初等 的 ]。 这 蕴涵 着 
LEVP,---VP,WxST(¢), AXE V«ST( eo). MAX BERN MAI RAE 
L-A, AmI L 的 紧 致 性 可 知 ， 存 在 某 个 有 穷 的 >oE DEG DO VST (Cp) DA 
MAX VP, VP, V«ST(¢)]. REZBA, © 中 所 有 公式 的 合 取 也 定义 
FR(Cp) 。 实 际 上 ， 我 们 上 只 是 碰 到 了 下 述 一 般 性 结果 的 一 个 特例 而 已 : 

对 于 任意 全 称 二 阶 语句 pgp， 如 果 p 定义 一 个 A- 初 等 结构 类 ， 那 么 它 也 定义 一 
个 初等 结构 类 。 

其 次 ,我们 可 以 考虑 模 态 公式 集 而 非 单独 一 个 模 态 公式 。 例 如 ， SE eM, 
仅 当 FRCX) 为 0-A- 初 等 的 《Mi 的 定义 作 类 似 的 推广 ) 。 此 时 不 存在 有 像 上 面 
那样 的 归 约 ， 以 下 述 取 自 [6] 的 例子 为 证 。 

令 了 =1WZEL 一 [0111i。 各 个 MIZL 一 [1 上 定义 一 个 -性质 ， 也 就 
E, Ja (Raw, Ao A dx, (Rex; A> AyRx,y) )— Vx, (Rex, Vx, (Re, Xi 一 
一 习 yRx;y)…)。 因 此 ， 王 定义 一 个 0-A- 初 等 框架 类 。 但 这 个 类 不 是 6- 初等 的 。 
因为 ， 假 定 它 是 五 -初等 的 ， 不 妨 设 万 -语句 5 定义 了 它 。 那 么 ， 据 紧 致 性 ，5 应 
当 可 从 有 穷 多 个 形 如 WZ OLLI 的 公式 推出 ， 从 而 对 某 个 nn MRE TM 
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mle {[MLLoULL |1<i<n} 推出 。 所 以 ， 这 个 集合 将 
。 蕴涵 着 M LI OL LL, (EAR. BR BX 
Z 一 点 ， 考 虑 这 样 一 个 框架 下 = (W, R): W=]0, =, 
Z 2n +3}, 并且 R= {i, i+1) |O<i<n}U{(0, n+ 
Le 2) Un+i n+i+1)|2sisn+2}, 如 图 3-3。 
了 FE M'Li [0], (AFR 2'L1 (0), Mit 
~ MOLL ol LLEF 中 为 假 。 不 过 ， 所 有 公式 ML 
N LoLLi(1sisn) 在 F PRR, BAD RUX 
n, 些 结论 。 E 
2m. 用 模 态 公式 集 而 不 用 单个 模 态 公式 有 一 些 优点 。 
NBR, M, AM, 之 间 的 区 别 就 可 忽略 。 
ants 引 理 3. 11 对 于 任意 一 个 对 附加 前 级 工 封闭 的 
图 3-3 ASAREE, 
reM,, SHR, E eM,- 

证 明 : WROD eM, ， 那 么 对 于 某 个 其 中 元 素 都 有 同一 个 自由 变 项 ( 设 为 *) 
的 LARE A 而 言 ， 对 于 所 有 的 FF 和 w RAFEL wo], KERK, FE 
A[w]。 因 此 ， 对 于 所 有 的 了, F 瞩 于 ， 当 且 仅 当 , FEI Vd 15eAl, 所 以 ， 
> eMo 

WEY eM, WARTET LARE ATA, UTHAHF BAFED, 
当 且 仅 当 , FEA, W 15 章 中 的 保持 性 结果 可 知 ，A 对 生成 子 框架 和 不 相交 并 
的 保持 (因为 于 如 此 ) 蕴涵 着 A 可 以 用 它 所 有 形 如 VY x 的 有 逻辑 后 承 来 公理 化 ， 
这 里 6=8(x) 是 一 个 受 限 公 式 ( 即 一 个 其 中 出 现 的 量词 都 形 如 VYy( Ry 一 或 者 
jy(Rzy 信 的 公式 , y 不 同 于 z) 。 注 意 ， 受 限 公 式 在 下 述 意 义 下 对 生成 子 框架 不 
变 : AF, GF, AwewW,, 则 FE lw], 当 且 仅 当 ， BE slw] (这 可 以 利用 
一 个 类 似 于 建立 引 理 2. 11 的 公式 归纳 来 证 )。 现 在 可 以 证 明 ， 对 于 所 有 的 和 
w, FES[w], XEN, FEA [w]. RE, A = 1616 是 受 限 公式 且 AR 
V x8} « l 

We FED[w], 那么 据 推 论 2. 12 TA TCF, wE Elw], FAA LX 
前 级 工 封闭 可 得 TC(F, wD. HTC MRE TCF, w)HA, M 
而 TC(F, w)HEA' [w]. E A' 中 公式 都 对 生成 子 框架 不 变 ， 可 得 FA'[Lwj]。 

反 过 来 , 令 F 上 A'[w]。 像 上 面 一 样 ， 由 此 推出 TC(F, w) 上 三 A'[w]。 但 这 
ghee TC(F, w)EA (WA, 一 旦 确定 了 这 一 点 ， 只 需 注意 TC(F, wo) Fz. 
TC(F, wH [w], FES [wo] 就 够 了 ] 。 要 明白 TC(F，w) 片 A， 据 上 面 关于 
A 的 说 明 可 知 ， 只 需 证 明 对 任意 5eA' 和 了 7TC(E，w) 个 体 域 中 的 v 有 TC(F, w) 
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H| é[v]), Akt, 令 v 由 一 长 度 为 n 的 R- 链 与 w 相连 。 由 于 AF Vx56， 故 而 有 
A E Va Y y, (Ray, Y ya (Ry Elya) e)s 

记号 | 右面 的 公式 将 被 缩写 为 VxVy(R"xy 一 6(y) )。 这 个 公式 是 受 限 公 式 ， 因 
MRF A’. BTA, TC(F, w)H Vy(R'xy6(y)) [wl], 并且 很 容易 得 到 所 要 求 
的 结论 TC(F, w) 6[v]。 | 

在 第 5 章 中 ， 模 态 远 辑 将 被 定义 为 〈 尤 其 ) 对 加 前 级 工 封 闭 的 模 态 公式 集 。 
由 引 理 3. 11 可 知 ， 对 模 态 逻辑 而 言 ， 在 局 部 一 阶 可 定义 性 和 全 局 一 阶 可 定义 性 
之 间 并 无 什么 区 别 。 

RHK, M, 倒是 语义 研究 的 一 个 较 自然 的 对 象 ( 参 看 第 8 章 ) ， 而 Mi 则 
是 句法 研究 的 一 个 较 自然 的 对 象 (参看 第 9 章 ) 。 再 回想 一 下 第 2 章 末 所 作 的 说 
AA; 如 果 基 本 结构 都 取 《F，w〉 的 形式 (w 是 某 个 特 指 的 世界 ) ， 则 M, 无 论 如 
何 都 是 较 自 然 的 对 象 。 

当 模 态 公 式 类 被 看 成 为 全 体 疡 -公式 的 子 类 时 ， 我 们 也 对 启发 引 理 3.4 和 定 
理 3.9 那样 的 问题 感 兴趣 。 关 于 这 方面 句法 结构 的 一 个 实例 ， 请 读者 参阅 推论 
2.9， 推 论证 明了 用 一 和 M 作 初 始 逻 辑 符 是 充分 的 。 不 过 , 语义 结果 难以 获得 。 
一 个 有 意思 的 猜测 是 (依据 第 2 章 中 引进 的 概念 )， 任 意 一 个 关于 它 的 二 阶 量 词 
都 为 全 称 的 L- 语 句 等 值 于 一 个 模 态 公式 ， 当 和 且 仅 当 ， 它 对 生成 子 框架 、 不 相交 
并 和 p- 态 射 保持 ， 而 它 的 否定 对 超 滤 扩充 保持 。 但 是 ， 下 属 这 个 定义 了 RR 的 逆 关 
系 之 良 基 性 的 语句 是 一 个 反例 ， 将 如 下 文 所 示 : 

VP(Vx( Vy(Rxy—Py)—)—Px)— Y xPx) © 

[注意 这 样 一 个 奇妙 的 事实 : R 的 道 关 系 之 良 基 性 跟 R 的 传递 性 合 起 来 是 模 态 
可 定义 的 ;， 即 由 洛 伯 公 式 L(Ip 一 p) 一 lp 可 定义 的 ] 上 述 语句 对 子 框架 保持 ， 
因而 它 对 生成 子 框架 保持 ， 并 且 它 的 否定 对 超 滤 扩充 保持 (利用 引 理 2. 27 ) 。 
它 对 不 相交 并 和 p- 态 射 保持 的 结论 也 不 难 验证 。 于 是 ， 为 了 弄 清 它 不 是 模 态 可 
定义 的 ， 我 们 假定 模 态 公式 集 王 定义 这 个 语句 。 然 后 ， 考 虑 框架 《IN，R》， 这 
HR={(n, n+1)|neIN}, BR, R 的 道 关系 不 是 良 基 的 ， 因 此 对 某 个 赋值 ， 
某 个 reJN filet oe LD, (IN, R, VH "ec[a]。 据 引 理 2. 23 可 知 ， 这 一 模型 
的 某 个 有 穷 子 模型 也 使 o 为 假 。 但 是 ，R 的 逆 关 系 在 这 样 一 个 有 穷 模 型 上 是 良 基 
的 : 矛盾 。 

在 这 一 领域 寻找 保持 结果 的 困难 由 下 述 事实 得 到 了 更 进一步 的 说 明 : 上 述 语 
句 虽 然 在 子 框架 下 保持 ， 但 不 可 用 形 如 

VP VP, Vx Vane 

HERO BNE ARE. KE, p=9(P,, +, Pas R, =) 是 一 个 无 量词 出 现 
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的 一 阶 公式 〔 即 熟知 的 、 塔 尔 斯 基 关 于 子 结构 和 全 称 语 句 的 一 阶 保持 性 结果 这 里 
不 成 立 ) 。 理 由 就 在 于 ， 良 基 性 不 可 用 bo- 语句 定义 ， 但 所 述 的 那 种 全 称 二 阶 语句 
是 可 用 万 -语句 定义 的 。 

引 理 3. 12 (FESP VY P e VP Yne Vep RE p EM -公式 和 形 
如 Py yy, (l<i<m) 的 原子 公式 仅 用 布尔 算 子 构造 起 来 的 一 阶 公式 ] 的 二 阶 
语句 都 对 超 积 保持 。 

证 明 : 对 某 个 指标 集 7 中 的 各 个 i OPE VP VP, V0 V0.9. SUB 
7 上 的 任意 一 个 超 滤 。 将 要 证 明 的 是 , F=TLLF VP) VP, Vay V2.9. 为 了 
FHA, OY, e, Y, 是 任意 取 定 的 F 上 的 谓词 ， 使 得 若 己 是 nn 元 的 则 了 
fin, TH (1<ix<m), WH, 令 fu，…, fo 是 任意 取 定 的 WW 中 元 素 。 要 证 明 的 
Re, (F, Y, o, YDE pg[fy,，…, folo ME, pHL-Aa, --, a, 和 
形 如 Piy…7y;: 的 原子 公式 (不妨 设 为 B1 ，…，B,) 的 一 个 布尔 组 合 。 我 们 将 找 出 
一 个 因子 F, 使 得 

(Gi) 对 各 个 j(1<j<s), RE g lf GO), s FOl SERS, FE 
alfo s ty ful, HIRE F, 上 的 谓词 Y,"，，…，Y, 使 得 

(ii) MERI Skt), (FN. YE RIP (i), …, FG), X 
HR, (F, Y, 00, YF Blfo, …, fulo 
由 于 了 FEVP…VPVx…VYxp， 故 而 将 有 

Gii) (F, Yio, YOR ef O), 0 FO I. 

(i), Gi) 和 Gi) 结合 起 来 就 产生 结论 (F, Y, oe, VQ pg[fo, …, folo 

接着 ， 寻找 了 F,。 由 沃 斯 (J. Z. bos) 的 定理 可 知 , FH olf. 0s fol, H 
HRM, liell E= alf O), e FO] eU， 并 且 对 mo 有 同样 的 结论 。 取 
超 滤 中 s 个 集合 的 适当 的 交集 就 产生 U 中 一 个 由 满足 (i) 的 指标 i 组 成 的 集合 
4A。 类 似 的 考虑 将 产生 U 中 一 个 由 这 样 的 指标 i 组 成 的 集合 B: 对 于 所 有 的 7, k 
(1<j, ken), 了 (i) =f (i) SBR fu afi. BR, ANB 是 在 U 中 的 ,因而 
(尤其 ， 是 不 空 的 。 那么 任 取 一 个 ieAmB 就行 了 。 它 显然 满足 (i) ， 而 且 所 要 
求 的 谓词 Yi ，…，Y 也 可 如 此 而 得 ，Y: ERWE Yo, oo. SO) 的 所 有 元 
FA GO, =, /WY(i)〉 所 组 成 的 集合 。 由 ie B 这 一 事实 可 以 很 容易 地 看 
H, RYGE, e, JEO TRR, BAYS), o£ G)) 也 不 成 立 。 因 
此 Gi) 得 到 满足 。 a 

推论 3.13 任意 一 个 具有 引 理 3.12 中 所 描述 的 形式 的 二 阶 语句 可 以 用 单独 
一 个 一 阶 公式 来 定义 。 

证 明 : 4 o 是 这 样 的 一 个 二 阶 语句 。 显 然 ，p 和 me 二 者 都 对 同 构 保 持 。 而 
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E, `p 也 因 等 值 于 一 个 特 称 的 二 阶 语句 而 对 超 积 保持 (参看 [17 ] ， 推 论 
4.1.14)。 引 理 3. 12 说 的 是 ，p 同样 对 超 积 保持 ， 因 此 熟知 的 、 初 等 类 的 凯 斯 勒 
刻画 (参看 [17] ， 推 论 6. 1.16) 得 到 满足 : o 可 用 单独 一 个 一 阶 语句 来 定义 。 
a 
对 作为 [,- 公 式 的 模 态 公式 的 进一步 研究 ， 特 别 是 它们 跟 -公式 的 联系 ， 将 
在 第 7 章 中 进行 。 
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在 本 章 中 ， 我 们 将 叙述 一 些 跟 模 态 代数 有 关 的 基本 概念 以 及 它们 与 可 能 世界 
语义 的 联系 。 至 于 详尽 的 阐述 ， 请 参看 [30], 

定义 4.1 一 个 模 态 代 数 就 是 一 个 五 元 序 组 A=(〈4，1，-，m，!， 这 里 
《4，1，- ，》 是 一 个 布尔 代数 ， 而 /是 4 上 的 一 个 一 元 运算 ， 它 满足 

(1) lxNy) =x) NECy); 

(2) (1) =1。 

如 果 按 适当 的 方式 解释 布尔 算 子 并 使 二 对 应 于 运算 1， 那么 模 态 公式 就 可 被 
当 作 能 在 这 些 代数 中 按 显然 的 方式 来 解释 的 多 项 式 。 更 严格 地 说 ， 模 态 公 式 9 的 
多 项 式 副本 5 可 以 根据 下 述 条 款 归 纳 地 定义 : 

(1) T=1, L=0(= -1); 

(2) 对 各 个 命题 字母 p，5 是 某 个 跟 p 相 联 系 的 变 项 ; 

(3) ~- p= -5; 

(4) pg A = ; 

(5) Lp =1(5)。 

例如 ，Ip 一 Mp =7 (Lp AL p) RRA - (x) +i -x))。 显 然 ， 为 变 项 指 
EA 中 对 象 的 指派 或 许 被 提升 为 从 这 一 类 多 项 式 到 4 的 映射 。 

常用 的 代数 概念 〈 同 态 ， 子 代数 和 直 积 ) 都 直接 适用 于 模 态 代数 。 

任意 一 个 框架 FF( = (W, R)) 导出 一 个 模 态 代数 F’ = 《4, 1, -, N, D, 
MH ARWHRE, 1=W, -EWERT Wt, NEX, 并且 i 是 通过 对 于 所 
AW XCWHICX) =|weW| Yve W(Rw>veX)| 而 定义 的 那个 集 论 运算 。 显 
IR, Th,a(F) 恰好 由 那些 模 态 公式 组 成 : 当 把 它们 当做 多 项 式 时 ， 无 论 对 其 中 
的 变 项 做 什么 样 的 指派 ， 它 们 在 F’ 中 的 取 值 都 是 1。 

众所周知 的 斯 通 表示 定理 使 模 态 代数 A 跟 框架 ( =(W, RD) 联系 起 来 ， 
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这 里 WW 是 由 A 上 所 有 超 滤 所 组 成 的 集 ， 而 尺 则 是 某 个 适当 定义 的 关系 。 结 果 是 ， 
这 样 一 个 了 的 模 态 理论 不 一 定 等 于 A 的 模 态 理论 (不 过 前 者 被 包含 于 后 者 ) 。 为 
了 得 到 更 好 的 对 应 ， 有 必要 引进 下 述 概念 。 

定义 4.2 (Thomason '”!) 一 个 一 般 框 架 (F, W) 是 由 一 个 框架 了 ( =W, 
R)) 和 一 个 由 WW 的 子 集 形成 的 非 空 集 W 组 成 ， 对 交 、 相 对 于 丈 的 补 和 上 面 定 
义 的 集 论 运算 | 都 封闭 。 一 个 模 态 公式 p 为 在 《F，W》 中 的 w 处 成 立 ， 记 成 
(F, W) 上 olu], 是 指 对 F 上 所 有 在 W 中 取 值 的 赋值 VY 有 (F, VDE 
olw] [(F,W)Ex[w], (F, WE p, (F, WEL, UR Th (F, W)) 
等 则 都 按 例 行 的 方式 来 定义 ] 。 

虽然 一 般 框架 是 作为 模 态 代数 的 集 论 表示 而 被 发 现 的 ， 但 它们 的 引 和 同样 也 
有 另外 的 动机 。 当 论述 公理 理论 时 ， 我 们 常常 有 一 个 公式 p 作为 公理 模式 来 用 ， 
Eo 所 有 的 代入 实例 都 被 算 作 公理 。 于 是 ， 若 对 某 个 框架 F EFE e, MX o 的 
任意 一 个 代入 实例 [YP s PaPa] p ERA FE [YP s Paal P 
(这 可 由 引 理 2. 5 推出 ) 。 但 是 ， 如 果 wp 所 有 的 代入 实例 都 在 某 个 模型 M 中 为 真 ， 
那么 这 一 事实 并 不 能 被 概括 起 来 说 成 为 M 上 p, AX p EM 中 为 真 不 一 定理 涵 
它 的 代 和 实例 在 M 中 为 真 。 不 过 ， 通 过 把 M (=(W, R, V)) 变 成 一 般 框架 
(F, W) =((W, R), (VO) y BSA), HEM (F, WE 9 RIET. 
HA, MAREA EAE PWS ET RAKAR. 

注意 ， 标 准 的 框架 都 可 当 作 一 般 框 架 来 看 ， 此 时 WS OW 的 寡 集 。 

“一 般 框架 ”这 一 术语 取 自 于 亨 金 的 “一 般 模 型 "， 正 如 一 般 框 架 扩充 了 
(标准 ) 框架 类 一 样 ， 一 般 模型 扩充 了 标准 (二 阶 ) 模型 类 "” 。 

跟 框 架 有 关 的 那 四 个 基本 概念 也 都 可 应 用 于 一 般 框 架 : 

定义 4.3 一般 框架 《了 W) ARIER (F, Wi) 的 一 个 生成 子 往 
架 ， 记 成 (F, W)C (FB), W), EHF, XF, 的 一 个 生成 子 框架 并 且 W, = 
[XAW |XeW,}. 

一 般 框架 集 |F, Wollie) MARMRHFLDICF,, W) lien) 是 指 一 般 
框架 (F, W), 这 里 F (=(W, R)) = XIE |ie] 而 W=1XCW| 对 各 个 ie 
IH XNW,eW;}. 

一 般 框架 《F,，W》 到 一 般 框 架 《F,，W,〉 上 的 映射 /为 一 个 p- 态 射 ， 是 
HHA E, AF, 上 的 p- 态 射 而 W217'[X] X eW} 

有 关 模 态 公 式 在 一 般 框架 中 的 真 值 的 相关 结果 (对 应 于 引 理 2.11， 推 论 
2. 12， 推 论 2.15， 引 理 2. 17 和 推论 2. 18) 都 是 显而易见 的 ， 这 里 将 不 作 陈述 。 

一 般 框 架 导 出 模 态 代数 ， 完 全 跟 框 架 一 样 。 
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定义 4.4 WR (F, W) 是 一 个 一 般 框架 ， 则 模 态 代数 CF, W)* 是 指 
(W, 下，-，m,， 少 ,这 里 ! 的 定义 如 上 。 

反 过 来 ， 一 般 框 架 也 可 通过 众所周知 的 斯 通 表 示 当 作 模 态 代 数 的 集 论 表示 
来 用 。 

定义 4.5 如 果 A 是 一 个 模 态 代数 ， 则 SR(A) 是 一 般 框 架 (F, W)( = 
(<W, RY), W)), Hp 

(1) VÆRA 上 所 有 超 滤 组 成 的 集 ; 

(2) RU ， 如 果 对 于 所 有 的 cs4 有 , l(a) cu, Wael; 

(3) W 由 玉 中 所 有 形 如 {U1|ae Ui (对 某 个 as4 mA) 的 子 集 所 组 成 的 
集合 。 

常用 的 同 构 使 A 跟 SRC A) "联系 起 来 。 但 是 ， 为 了 得 到 一 般 框架 范畴 和 模 态 
代数 范畴 之 间 的 一 个 对 偶 性 ， 也 有 必要 有 下 述 同 构 : CF, W) 圭 SR(《F, W) ' )。 
不 过 ， 这 并 不 对 所 有 的 一 般 框 架 都 成 立 ， 因 此 我 们 给 出 下 述 定义 。 

定义 4.6 一 个 一 般 框架 为 描述 性 的 ， 是 指 它 满足 下 列 三 个 条 件 : 

(1) 对 任意 w，ve W, BwFv, WHER XEW, weX, AveX; 

(2) IHES w, ve W, A Rw 不 成 立 ， 则 对 某 个 XeW, wel(X), HveX; 

(3) 任意 一 个 具有 有 穷 交 性 质 的 集合 SOW 都 有 一 个 非 空 的 交集 。 

FA (F, W) MFE L 的 一 个 (一般 ) 模型 这 一 事实 , 条件 (1) 和 (2) 可 
以 更 精致 地 重 述 为 : 

(1) (F, WOE VxVyCV PC Px-Py) a =y) (不 可 辨别 元 的 等 同 ); 

(2) (F, W)FEVrxVyCYP(VYz(Rrz— Pz)—Py)—Rxy)o 

描述 性 的 一 般 框架 之 所 以 重要 就 在 于 它们 都 是 斯 通 表 示 的 不 动 点 : 

引 理 4.7 一 般 框架 《F，W》 为 描述 性 的 ， 当 且 仅 当 ， 

(F, W)=SR((F, W)*). 

我 们 现在 转向 主要 的 代数 概念 和 关于 一 般 框 架 的 那些 概念 之 间 的 对 应 ， 上 面 
说 到 的 对 偶 性 就 建立 在 这 一 对 应 上 。 

5184.8 如果 /是 从 模 态 代数 A, 到 A, 上 的 同 态 ， 那么 由 g(UV) =f IU] 
定义 的 从 SR(A,) 到 SR(A,) 的 映射 g 是 到 SRCA,) 的 一 个 生成 子 框架 上 的 
同 构 。 

wR (F, W) Æ (F, W) BERTIE, 那么 由 g(X) =XNW, 
定义 的 从 《F,，W1) RJ (F,, Wi) 上 的 映射 g 是 一 个 同 态 。 

引 理 4.9 如 果 模 态 代数 A, BA, 的 一 个 子 代数 ， 那 么 由 g(U) UNA 定 
义 的 从 SR(A,) 到 SR(A,) 的 映射 g 是 一 个 P- 态 射 。 
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如 有 果 f 是 一 个 从 一 般 框架 《F,，W1〉 到 《F,，W,〉 上 的 一 个 p- 态 射 ， 那么 
由 g(X) =f [X] SAM (F, W.)* SU (F, W,)* 的 映射 g 是 到 CF, 
Wi “的 一 个 子 代数 上 的 同 构 。 

引 理 4. 10 由 g(X) =(XNW,) EAB e HB (EF, W,) liel})* 
和 HI i<F,, Wt lien 之 间 的 一 个 同 构 。 

A, SRT A, (ieli) 并 不 总 是 同 构 于 二 {SR(A,) |ie 7} 。 据 引 理 4.8 
AA, HPA, AIDA, lieh 的 一 个 同 态 象 ， 故 而 SR( A,) 同 构 于 SR(IIT{A,|i 
ell) 的 一 个 生成 子 框架 。 从 而 {SR(A,) |ie) 也 同 构 于 SRA, |ie) 
的 一 个 生成 子 框架 。 此 外 ，SR( I A, |ie) 确实 同 构 于 SR ((D{SR(A,) |i 
el})*). 

R= PAR ERATE Al Fe Ke FA ( BSE A aE 
合 所 定义 的 代数 类 ) 刻画 为 对 同 态 、 子 代数 和 直 积 都 封闭 的 代数 类 (参看 第 14 
章 和 第 16 章 ) 。 然 而 ， 应 当 说 明 的 是 ， 对 偶 性 还 有 更 多 的 推广 ， 例 如 ， 柏 克 霍 夫 
关于 次 直 积 不 可 约 代 数 的 结果 也 同样 可 以 被 应 用 中。 注意 引 理 2. 20 MAHER 
的 一 个 定理 之 间 的 相似 性 ， 后 者 说 的 是 任意 一 个 代数 同 构 于 次 直 积 不 可 约 代数 的 
积 的 一 个 子 代 数 。 事 实 上 ， 对 于 任意 一 个 使 F 为 生成 框架 的 一 般 框 架 《F, W)® 
Win, (F, W)* 都 是 一 个 次 直 积 不 可 约 代数 。 不 过 ， 这 个 结论 的 逆 并 不 成 立 ; 
但 这 里 的 复杂 情形 跟 本 书 的 工作 无 关 。 

跟 一 般 框 架 有 关 的 一 个 重要 概念 仍 有 待 引进 ， 也 就 是 “ 超 积 ” 概 念 。 从 经 
典 模型 论 来 看 ， 如 何 定义 〈 在 第 2 章 的 意义 下 的 ) 框架 或 模 态 代数 的 超 积 是 很 清 
楚 的 "1。 不 过 ,一般 框架 的 情形 需要 做 些 反 思 。 

定义 4.11 4 1(F,，W,) lie!) 是 一 个 一 般 框架 族 ， 并 令 忆 是 7 上 的 一 个 
m, ARRIER, (F, W) liel 就 是 这 样 一 个 一 般 框 架 《F，W)，: 

(1) FC=(W, R)) 是 通常 的 超 积 I IF, |ie}, E 

(2) W 由 WW 所 有 形 如 [I,|X, lie = (fy € W | jiel lf (i) eX, e U} 的 
子 集 组 成 ; 这 里 ， 对 各 个 iel, X eW, 

HEM, (CF, W) lien 为 一 般 框架 是 例行公事 : 定义 4.2 所 要 求 的 三 
个 闭 包 条 件 在 这 个 超 积 中 成 立 是 因为 它们 在 所 有 因子 中 都 成 立 。 例 如 ， 关 于 运算 
2 的 那 一 条 可 从 这 样 的 当 且 仅 当 命题 推出 : 

dgy e W(Rfugué gy € [[,1% lie D), XEN, 
to € II, / iv e W,| 3v e X, Rw} |ie I}; 





O Rt W 为 黑 斜 体 ， 应 为 黑 正 体 。 下 文 类 似 的 问题 将 做 同样 的 修正 ， 不 再 说 明 一 PRE. 
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它 的 证 明正 好 类 似 于 沃 斯 基本 定理 证 明 中 特 称 量词 那 一 步 。 

在 返回 到 代数 以 前 ， 让 我 们 注意 ， 一 般 框架 的 这 样 一 个 超 积 仍 是 二 阶 语言 L 
的 一 个 (一般 ) 模型 。 因 此 ， 可 以 得 到 沃 斯 定理 的 下 述 推广 ; 第 13 章 、 第 14 章 
和 第 17 章 将 用 到 这 一 结果 。 

定理 4.12 对 于 以 为 基础 的 一 元 二 阶 语言 ( 即 已 ) 中 的 任意 一 个 拥有 自 
由 个 体 变 项 x, ，…，z% 和 自由 一 元 谓词 变 项 P ，…，P, 的 公式 p， 

TT, (FW li e TF oly. fis TL Xi lie Ns X li en] 


4AM 
jie I | (F; WwW,) 户 elf (i) sf (i) ;下 XP] eU, 

证 明 : 这 个 断言 的 证 明 是 施 归 纳 于 L- 公 式 的 复杂 度 上 而 作 的 。 它 完全 类 似 
FMRE”, E 

在 最 后 的 分 析 中 ， 全 部 问题 就 归结 到 多 种 类 一 阶 逻 辑 的 沃 斯 定理 (参看 第 
17 章 或 者 [20] ) 。 

注意 下 述 重 要 区 别 。 从 一 个 框架 族 {F, |ie 我 们 得 到 “通常 的 ” 超 积 
Tel F |ie7}， 可 以 按 普通 的 方式 把 它 当 作 一 般 框 架 ; 即 利 用 所 产生 的 个 体 域 的 
PR BÆ, WRAT F, 本 身 已 被 按 此 方式 认 作 一 般 框 架 ， 比 方 说 为 《FF.， 
PCW;)), ABA 4. 11 中 所 定义 的 超 积 ITy{《F;，P(W,)〉|ie7) 正常 情形 下 
将 不 同 于 前 者 : 它们 包含 的 集合 要 少 得 多 ( 正 是 这 一 性 质 使 我 们 能 够 证 明定 理 
4. 12)。 例 如 ， 如 果 一 个 模 态 公式 g 在 所 有 F,(ie 7 了) 中 为 真 ， 根 据 上 面 定理 
4. 12， 它 将 在 后 一 个 超 积 中 也 为 真 ， 但 它 可 能 在 前 一 个 超 积 中 不 为 真 。 对 前 一 意 
义 上 的 超 积 保持 甚至 等 价 于 一 阶 可 定义 性 ， 这 个 结果 将 在 第 8 章 中 证 明 。 

最 后 ， 我 们 介绍 一 个 有 用 的 代数 对 偶 性 结果 ， 它 非常 像 引 理 4. 10 (参看 
L30] ， 推 论 7. 8): 

引 理 4.13 H(t Xi iet) = CX) cy 定义 的 映射 g 是 (Ty |《F,， 
W.,) liel) 和 模 态 代数 (F,, Wi;) (iel) 的 超 积 (IIv | 《FE ， Wi;) liel}) 
之 间 的 一 个 同 构 。 

这 些 代数 技术 在 本 书 的 第 三 部 分 和 第 四 部 分 中 将 成 为 重要 技术 。 





公理 化 理论 


本 章 将 给 出 模 态 逻辑 句法 方面 的 一 些 基 本 信息 。 习 惯 上 都 用 T 、- 、 一 和 上 
作 初 始 符 号 ， 故 而 这 里 也 同样 遵循 这 一 约定 。 

考虑 命题 逻辑 的 某 一 组 完全 的 公理 模式 ， 唯 一 的 推理 规则 是 分 离 规 则 ( 即 从 
o 和 py 推出 峭 ) 。 在 此 基础 上 添加 下 面 的 原则 (对 于 所 有 的 模 态 公式 o My) 
就 得 到 极 小 模 态 珊 辑 天 ， 

定 XL: Mp =7L7@ 

公理 模式 : Legy) Lle) 

推理 规则 : Mp 可 以 推出 Lp (必然 概括 )。 

KK 内 的 可 推导 性 概念 容易 定义 (记号 王 上 xp 指 “ 在 K 内 9g 是 从 王 可 推导 的 ”)。 

不 用 公理 模式 而 改 用 单个 公理 并 附加 代入 规则 〈 即 推出 已 经 得 到 的 公式 的 任 
意 一 个 代入 实例 ) ， 这 样 做 可 以 得 到 天 的 一 个 众所周知 的 变形 。 后 面 这 个 系统 将 
被 称 为 Ks。 据 冯 ，… 诺 伊 曼 的 结果 可 知 ，K 和 Ks 正好 有 相同 的 定理 。 此 外 ， 我 们 
还 把 “在 Ks 内 9 是 从 玉 可 推导 的 ” 记 成 了 Fee。 

这 里 研究 的 模 态 逻辑 都 由 K 和 附加 的 公理 组 成 。 在 文献 中 这 样 的 公理 理论 都 
被 称 作 正 规模 态 逻 辑 ， 以 便 跟 大 家 研究 的 较 弱 的 〈 或 不 可 比较 的 ) 系统 相 区 
BY) 。 为 了 使 读者 对 文献 中 能 看 到 的 那 种 模 态 公理 有 一 个 印象 ， 这 里 将 提出 几 
个 正规 模 态 系 统 。 

逻辑 特征 公理 


D MT 

T Leo 

S4 Lp—rp, Ly>Lle 

S4. 1 Lp-g, Lo—LLio, LMp— MLop 
S4.2 lpg, Lo—Liop, Mig—LMe 


S4. 3 Lop, lp—Llg, 
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L( Lp—+Lip) V L( pL) 


35 14 一 pp，14 一 LIp，HMLp 一 yp 
B lee, Mle 

Dum LL 《9 一 1p) 一 p) 一 9 

LF L( Lge) Lp 

Id pole 

Un LL 


这 些 都 是 模 态 公理 。 在 内 涵 逻 辑 的 其 他 分 支 ( 例 如， 时 态 逻 辑 或 道义 逻辑 ) 中 
将 需要 不 同 的 原则 。 例 如 ，( 从 模 态 来 看 是 不 足 道 地 成 立 的 ) Loe 在 道义 逻辑 
中 是 很 不 合理 的 〈 此 时 “二 ”被 解释 为 “义务 ”) ， 而 在 时 态 逻 辑 中 则 干脆 就 是 假 
的 [此 时 “L” 被 解释 为 “(从 现在 起 ) 将 总 是 ] 。 

为 了 说 明 什 么 是 模 态 推广 ， 我 们 将 给 出 最 近 的 两 个 巧妙 的 证 明 。 回 想 一 下 ， 
我 们 在 前 面 看 到 ，LF 蕴涵 传递 性 [第 3 章 , 例 (9)]。 德 澜 证 明了 (ME 
(G. Sambin) 独立 地 发 现 了 这 一 证 明 '”1] Lp 一 Lip 在 LF 中 是 可 推导 的 ; 

(1) 用 pA Lp 替代 LF 中 的 p。 这 样 就 得 到 公理 

L(L(pAIp)—(pAIp))—Lp Alp) ; 

(2) Ip>L(L(pAlp)—(pAlp)) 在 LF 中 是 可 证 的 ; KRE., CEK 中 就 
已 经 是 可 推导 的 : 

L(p AIp)—Ip, 

p—(L(pAlp)>(pAlp)), 

L(p>(L(p Alp) (pAlp))), 

Ip>L(L(p ALp)—>(p^Lp)); 

(3) A (1) 和 (2) 推出 Lp—L(p Alp), XE LF 中 是 可 证 的 。 这 公式 在 
K 中 蕴涵 lp 一 Llp， 从 而 在 LF 中 亦 是 如 此 。 

类 似 地 ，Dum 也 蕴涵 传递 性 (和 自 返 性 ) 。 在 Dum 中 推导 lp 一 xp 是 不 足 道 的 
事情 ,但 在 布 洛克 [ 普 勒 杰 (K. Pledger) 独立 地 ] 找到 一 个 证 明说 明 jp 一 Lip 
在 逻辑 Dum 中 是 可 推导 的 以 前 大 家 探索 了 很 长 时 期 31. 

(1) 用 =pA(Ip 一 Lip) 替代 Dum 中 的 p。 这 样 产生 公理 L(L(o 一 Lo ) 一 
CI) 一 Cr; 

(2) p>(L(o>Llo)>o) 在 Dum 中 是 可 证 的 ; 实际 上 ， 它 在 天 中 就 已 经 是 
可 推导 的 : 

p 一 (L(o 一 Lo) 一 p) 显然 是 可 证 的 ， 并 且 下 述 推理 链 就 证 明了 公式 : L(g 一 
Lo )—(Ip—LIp) : 
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(Lp \>LIp)—( Ip \ M7 Ip) 
—>M(=Lp Ap) 
一 ML Ip Ap ^ (IpLIp) ) 
一 (利用 前 件 公 式 ) LoL) ) 
—>M(~Lp AL(p A (Lp—LIp) ) ) 
—M(—~Lp \Ip) 
—>M L 
>l 
Kawi, (Lpp) >(L(o>lo)>L), 
RE L o—>lo)—>>(Lp^Lp) (BP Lp—>LLp) - 
(3) 从 (2) 可 推出 L(p—>(L(ao—>lo)>o)), Alt Lp—>L(L(o—>Llo)>o) 
在 Dum 中 是 可 推导 的 。 这 个 结论 跟 (1) 结合 起 来 就 可 证 明 Ip 一 (p A(p—Lp)). 
这 一 公式 蕴涵 lp 一 (Lp 一 Lip) ， 因 而 在 中 蕴涵 成 一 2 ， 所 以 也 在 Dum 中 。 
这 些 模 态 推演 之 复杂 跟 第 3 章 中 直截了当 的 语义 证 明 相 比 ， 确 实 令 人 很 不 满意 。 
模 态 逻辑 句法 方面 的 多 数 结果 都 是 在 过 去 数 十 年 间 发 现 的 ， 例 如 ，5S5 的 范 
式 定理 ”或 者 表明 对 任意 闭 的 模 态 公式 o ( 即 9 不 含有 命题 字母 )》 都 有 上 og 或 
Hone 的 定理 "1。 这 一 领域 中 的 一 个 重要 结果 是 引 理 2. 19 0 的 一 个 句法 对 应 结 
果 : 任意 一 个 协调 的 正规 模 态 逻辑 或 是 被 包含 于 id 中 、 或 是 被 包含 于 Un p, 
这 些 结果 具有 一 定 的 局 限 性 ， 因 为 以 下 的 事实 : 我 们 同样 必须 立即 建立 不 可 证 
性 。 例 如 ， 当 证 明 S4 中 恰好 有 14 个 模 态 词 时 '*! ， 我 们 不 仅 要 在 54 中 证 明 一 些 
等 值 式 (如 LMLMp*>LMp)， 而 且 还 必须 证 明 其 他 等 值 式 ( 如 LMLp<MLp) 在 这 
个 理论 中 不 是 可 证 的 。 为 此 ， 通 常 需 要 使 用 反倒 方法 ， 这 就 跟 语义 发 生 了 联系 。 
这 个 联系 将 在 下 一 章 中 探讨 。 
为 了 便于 对 上 述 那 样 的 公理 理论 进行 研究 ， 我 们 给 出 下 述 正式 定义 。 
定义 5.1 一 个 模 态 逻辑 就 是 一 个 模 态 公式 集 ， 它 包含 K 中 公理 的 所 有 
实例 并 对 分 离 规则 、 必 然 概 括 和 代 人 规则 都 封闭 。 对 于 任意 一 个 模 态 公式 集 
二 ， 由 了 民 公 理化 的 模 态 远 辑 ， 记 成 ML( 了 荆 ) ， 就 是 包含 工 的 那个 最 小 模 态 
逻辑 。 
上 面 那些 例子 都 是 利用 有 穷 的 模 态 公式 集 来 公理 化 的 。 不 幸 的 是 ， 所 有 有 穷 
可 公理 化 的 模 态 逻辑 并 不 形成 由 所 有 模 态 公式 所 组 成 的 类 的 一 个 良好 的 子 类 。 很 
ABMS, Wo, SEKEL, FE p AMEE, MAHL UL, 公理 化 的 模 











QO ”原文 是 “ 引 理 2. 153”， 实 际 上 是 “ 引 理 2. 19” 一 一 译 者 注 。 
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态 逻 辑 也 可 用 p Ag, RAHM. Rit, MABRY, ND, 就 完全 不 一 定 是 有 窃 
可 公理 化 的 ! M TAI Mp—Lp 就 是 一 个 反例 : ML({M TH AML({Mp—lp}) 不 
是 有 穷 可 公理 化 的 。 

要 和 弄 明 这 一 点 ,首先 应 注意 ， 对 于 任意 两 个 模 态 公式 p, o WH, 
ML(i¢,})OML(ig,}) 是 由 无 穷 集 1Ligy VIe |i, 720} 公理 化 的 ， 这 里 
L'p=L (kK) …Lgp。 如 果 这 个 模 态 逻辑 是 由 某 个 模 态 公式 y 公理 化 的 ， 那 么 
由 此 可 得 ， 对 某 个 NN, ye ML( iLop Vig, |O<i, j<N|); 因而 ILe VEe |0 
<i, jSN} 也 公理 化 了 整个 集合 。 因 此 ， 特 别 是 有 L o VL! e ML( | Lig, 
Vig, 10<i, j<Ni)。 当 这 一 观察 被 应 用 于 上 述 例 子 时 就 足以 说 明 ， 对 于 任意 
一 个 NN 都 不 会 有 MT VL“ (Mp—Ip) e ML( {LM TVL(Mp Ip) |0<i, j 
和 Ni ) 。 下 面 我 们 构造 一 个 反例 ， 它 之 所 以 为 反例 的 理由 将 由 下 一 章 中 的 完全 性 
理论 给 出 。 

&F=(W, R), Hep 

W={0, =, N42}, 

R={i, i+1) l\O<i<N} U1{(0, 0), (0, N42), (N+2, N+2)}, 


0 1 2 N N+1 
| ~ 一 一 。 ——_pmeee — 一 一， 
Q mz 


LYM TVEY (Mp>Ip) 在 F 中 并 不 成 立 。 因 为 ， 如 果 取 V(p) 为 {1}, W 
(F, V)F MpA`Lp[0]. AM L”*'(Mp—lp) 在 0 处 不 成 立 。 此 外 ， 由 于 MT 在 
N+1 处 不 成 立 ， 故 而"'M T EO 处 也 不 成 立 ， 甚 至 无 论 选择 哪 一 个 赋值 都 是 
如 此 。 但 是 对 于 任意 满足 0<i, j<N 的 i, j, LM T VE(Mp—lp) 都 在 了 中 成 
立 。 要 明白 这 一 点 ， 请 验证 

G) 对 所 有 的 i=0 都 有 FF 上 BM T[N+2] 

(ii) 对 所 有 的 i<N AKSA kell, =, N+1} MBA FE Li(Mp—lp)[k] © 

(iii) 对 每 一 个 isN(!1) WA FHE LM T[0] 

刚才 所 证 明 的 一 切 都 可 以 从 代数 的 角度 作 如 下 描述 。 所 有 有 穷 可 公理 化 的 
模 态 逻辑 并 不 形成 由 所 有 模 态 逻辑 在 通常 的 运算 〈 即 交 和 并 的 演绎 闭 包 ) 下 所 





中 这 里 的 i 入 原 书 为 i<0 一 一 译 者 注 。 
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组 成 的 格 的 一 个 子 格 [但 请 注意 ， 如 果 只 注意 包含 54 的 那些 模 态 逻辑 ， 那 么 
这 个 结论 确实 成 立 。 因 为 ，Ip1 V Lps2 HAE ML {p}) NAML {p:})]o X 
一 和 否定 性 结果 使 人 更 乐意 研究 带 任 意 公 理 集 的 模 态 逻辑 ， 这 跟 泛 代数 中 情形 一 
样 ， 在 那里 限制 于 仅 由 有 穷 多 个 等 式 公 理化 的 代数 理论 将 破坏 柏 克 霍 夫 定 理 的 
完美 。 





QO 原 书 没有 析 取 符号 一 一 译 者 注 。 
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最 小 模 态 最 辑 天 内 的 可 推导 性 概念 H 被 证 明 为 就 是 第 2 章 引 进 的 语义 后 承 


EEn 的 句法 匹配 物 。 
定理 6.1 对 所 有 模 态 公式 集 王 和 所 有 模 态 公式 pg， 允 bo, SAMY, 
LE, Po 


注意 ， 关 于 定理 6. 1 WAREZ TETE, 有 一 个 句法 刻画 : 这 从 第 3 
章 给 出 的 那个 把 模 态 公式 到 L 的 翻译 就 已 经 非常 清楚 。 但 是 , .知道 像 X 这 样 一 
个 简单 系统 就 能 够 做 到 却 是 很 有 用 的 。 

定理 6. 1 的 证 明 : 定理 6. 1 是 用 麦 金森 ”和 莱 蒙 (FE. J. Lemmon) 与 斯 科 特 
(D. Scott) ”发 现 的 享 金 构造 来 证 明 的 。 虽 然 这 样 的 证 明 现在 已 是 众所周知 的 ， 
但 这 里 还 将 重 述 一 些 重要 的 特征 。 施 归纳 于 从 王 到 o 的 推导 的 长 度 上 的 例 行 做 法 
将 证 明 从 左 到 右 的 方向 。 至 于 另 一 方向 ,我 们 可 以 考虑 刁 的 享 金 模型 HM(D), 
它 由 也 的 亨 金 框架 HFCL) 加 上 一 个 赋值 V; 组 成 ; 它们 的 定义 如 下 。HF( 工 ) = 
(Wy, Ry), XE Wy 由 所 有 极 大 卫 - 协 调 的 模 态 公式 集 组 成 【 称 A 为 工 - 协 调 的 ， 
是 指 没 有 任何 8 ，…，6, e A 使 得 了 Fe (8 A+ N6,) 1], Ry AA, 成 立 ， 仅 当 对 
于 所 有 的 模 态 公式 p MA, Bleed, Wees, HHV (p) 被 定义 为 {Ac 
Wy |peAl. 

请 注意 Ry 的 定义 和 定义 2. 24 中 Rs 的 定义 之 间 的 相似 性 。 一 个 本 质 上 跟 引 
理 2. 25 中 的 证 明 一 样 的 证 明 建 立 了 下 述 当 且 仅 当 命题 : 对 于 所 有 的 模 态 公式 e 
和 所 有 的 A e Ws, 





HM(Y)E p[A]， 当 且 仅 当 , ged. 
现在 , 假定 Yee, M, ire} 是 -协调 的 。 据 林 登 鲍 姆 (A. Lindenbaum) 
PREM, -pi 被 包含 于 某 个 Ae WW;。 于 是 ， 据 上 述 的 当 且 仅 当 命题 ， 
HM(S)F “elA], Blo 4 HM(Y) 中 并 不 成 立 。 但 显然 HM YD)ED, A 
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为 每 一 个 极 大 史 - 协 调集 都 包含 玉 。 所 以 ，HM( 殉 ) WIE, 提供 了 一 个 反例 。 
|_| 

注 记 : 定理 6. 1 的 证 明和 引 理 2. 25 的 证 明 (是 由 代数 中 的 斯 通 表示 定理 所 
启示 的 ) 之 间 的 类 似 毫 不 令 人 惊奇 。 亨 金 型 的 证 明 (从 代数 上 来 讲 ) 不 过 就 是 
一 个 代数 完全 性 证 明和 一 个 证 实 (verifying) 林 登 鲍 姆 代数 的 集 论 表示 相 结 合 。 

形 如 HM (于) 的 享 金 模型 被 法 因 刻 画 为 仅 指 那些 满足 某 些 被 称 作 “紧密 
性 ”(tightness) 、“1- 人 饱和 性 ”以 及 “2- 侈 和 性 ”29 的 性 质 的 模型 。 就 模型 而 言 ， 
这 些 性 质 表达 了 定义 4.6 中 对 于 描述 性 一 般 框架 所 提出 的 三 个 要 求 (1) 、 (2) 
和 (3)。 后 者 的 表述 也 同样 可 以 用 于 这 一 情形 。 通 过 下 面 的 重 述 (在 第 4 章 已 经 
BERL), BU HM (SL) 也 可 以 被 当 作 一 般 框架 来 看 : HCF) = (HF( ED), 
Ws ) ， 这 里 的 "多 ;被 定义 为 由 W 所 有 形 如 |Ae Wy | pe Al (对 某 个 模 态 公式 p 
而 言 ) 的 子 集 所 组 成 的 集 。 注 意 ， 如 果 对 代入 实例 封闭 ,那么 HGF (于) 瞩 民 。 
这 个 注 记 使 我 们 能 为 第 5 章 引进 的 天 内 的 可 推导 性 概念 〈 LK.) 找到 一 个 语义 
等 价 物 : 

定义 6.2 对 于 一 个 模 态 公式 集 史 和 一 个 模 态 公式 9 TA, LE 是 指 对 所 
有 的 一 般 框架 (F, W) 都 有 : H (F, WES, 则 (F, WE 9。 

ES, Ip, WCE. WSK e. Ret, Re 
的 逆 命 题 是 可 以 成 立 的 。 就 第 一 个 而 言 ， 这 是 不 足 道 的 ，|p| Ey 1 而 ipl, 1 
不 成 立 。 关 于 第 二 个 给 涵 命 题 的 反例 将 在 下 面 给 出 。 上 述 证 明 的 一 个 很 容易 的 改 
述 就 产生 下 述 的 完全 性 定理 。 

定理 6.3 ”对 所 有 模 态 公式 集 于 和 所 有 模 态 公式 o, I hep [E ee 
ML (3)], “AMY, DE ye. 

重复 一 遍 ， 形 如 HCF(S) 的 一 般 框架 都 是 描述 性 的 【而 且 ， 倒 过 来 说 ， 任 
意 一 个 描述 性 框架 也 可 被 当 作 一 个 一 般 框架 HCFC) (的 同 构 拷贝 ) 来 看 ， 就 
在 某 个 适当 构造 起 来 的 模 态 命题 语言 中 的 适当 选取 的 某 个 开 而 言 是 如 此 ] 。 

不 过 ， 较 为 熟知 的 模 态 完全 性 定理 仍然 具有 不 同 的 形式 。 例 如 ， 一 个 模 态 公 
RE 5 的 定理 的 ， 当 且 仅 当 ， 它 在 所 有 取 等 价 关系 为 择 代 关系 的 框架 中 成 立 。 
如 果 利用 S5 的 特征 公理 Ip>p, Lp—>LLp 和 MLp—p 依次 分 别 定义 自 返 性 、 传 递 
性 和 对 称 性 的 事实 ， 按 现在 的 说 法 来 重 述 这 个 定理 ， 那 么 它 就 具有 下 述 形式 。 对 
于 公理 化 55 的 集合 并 和 任意 一 个 模 态 公式 p 而 言 ， 

peML(Z), MANM, SE; 
这 里 , E 是 第 2 章 引 进 的 所 有 框架 类 上 的 语义 后 承 关 系 。 换 名 话说， 模 态 完全 
性 定理 是 关于 三 , 和 上。 在 其 上 恰好 重合 的 集合 刁 的 。 
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定义 6.4 一 个 模 态 公式 集 玉 为 完全 的 ， 记 成 了 eC， 是 指 对 所 有 的 模 态 公 
Ke, geML(L), HRX, LE; eo 

这 定义 可 以 用 另 一 种 措辞 表达 如 下 。 

引 理 6.5 卫 是 完全 的 ， 当 且 仅 当 ， 存 在 一 个 框架 下 使 得 (FE) =ML(D). 

证 明 : 从 右 到 左 的 方向 是 显然 的 。 至 于 相反 的 方向 ， 为 每 一 个 pg ML( 3 ) 
取 一 个 下 使 得 F 瞩 ， 且 FF 上 括 @， 然后 考虑 这 些 F 的 不 相交 并 。 a 

诸如 SS 完全 性 一 类 的 结果 都 相当 容易 通过 检查 HM( 55) 来 证 明 。 只 需 证 明 
S5 不 仅 在 HGF( S5) 上 而 且 也 在 HF(SS) 上 成 立 就 够 了 ; 因为 那个 框架 使 所 有 
不 是 SS 的 定理 的 公式 都 为 假 。 接 着 ,一 个 容易 的 论证 可 以 表明 SS 的 特征 公理 导 
出 它们 定义 的 关系 的 性 质 ( 由 于 Rs 的 定义 ) 。 不 过 在 许多 情形 下 ， 完 全 性 的 证 
明 要 求 运用 外 加 的 技术 ,例如 利用 过 淖 技 术 :“] 。 虽 然 这 样 的 证 明 常 常 是 相当 巧 
妙 的 ， 但 1974 年 前 还 是 明显 缺乏 一 般 性 的 方法 和 结果 (值得 注意 的 例外 是 布尔 
定理 ， 此 定理 断定 4.3 的 每 一 个 扩充 都 是 完全 的 。 也 可 参看 法 因 的 两 篇 论文 
[23] 和 [25])。 因 此 ， 人 们 开始 不 再 希 费 +, ABE, (IBS LR 
被 设想 成 是 足够 为 各 个 模 态 逻 辑 作 模型 之 用 的 ) 。 

1974 年 ， 法 因 所 ;和 托 马 森 久 ] 给 出 了 不 完全 的 模 态 逻辑 的 实例 。 即 他 们 给 出 
了 具体 的 并 和 9 HH, DE 成 立 , (Hoe ML(S) 不 成 立 (不 可 能 有 相反 的 结 
论 : 如 果 pe ML， 那么 玉 瞩 /p)。 这 里 我 们 讲 一 个 简单 的 例子 ， 取 自 于 [13]: 

SI =[L(Ip>L4) VL(lq—>Lp), Lp—>p, LMp—MIp, (Mp AL(plp))—> 
Plo LE ,polp (WERA polp 公理 化 的 “经 典 ” 逻 辑 d 完全 在 同样 的 框架 
上 成 立 ), E polp ¢ML(Y)® [EI ML(}) 是 14 的 一 个 真子 集 ]。 

polp¢ML(Y) 这 一 结果 是 通过 展示 一 个 工 在 其 上 成 立 而 p 一 Lp 不 成 立 的 
一 般 框 架 来 证 明 。 

另 一 个 不 完全 性 例子 也 很 简单 ， 解 说 如 下 2 。 令 工 = {LM TL(L(Ip—p) 
—p)}| 并 令 p=IM TLL, ` 

定理 6.6 IM T —L(L(Ip—>p)—>p)=,IM To Ll1, 但 IM To Ll1¢g 
ML( | LMT >L(L( Lp—>p)—>p) | )®. 

证 明 : 第 一 个 断言 是 -推演 的 一 个 简单 的 练习 。 注 意 到 

YP ST(L(L(Lp—p)—p)) = Y PV y( Rxy( Vz( Ryz 
—( Vu( Rzu—Pu)—-Pz))—Py) ) 
列 涵 它 的 三- 代 人 实例 CLA “we Ay” BERR FAS Ph”): 





@ 此 中 的 g 原 书 为 e ， 有 误 一 一 译 者 注 。 
© 此 中 的 g 原 书 为 e ， 有 误 一 一 译 者 注 。 
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Vy(Rxy—( Y z(Ryz—( Vu( Rau xy) z¥y) Dv FY) ) 。 
后 面 这 个 mo- 公 式 等 值 于 
Vy(Rry—=n Ņz(Ryz—>( V u( Rzu—=u#y)—=z#y))), 
因而 等 值 于 
Vy( Rey 3z (Ryz A Y u(Rzu>u#y) Az=y)), 


即 等 值 于 
V y( Rxry—(Ryy A Vu( Ryuu¥y))), 
即 等 值 于 
Vy(Rxy—( Ryy A7Ryy) ) ， 
即 等 值 于 


~ JyRsy =ST(L1L). 

这 个 观察 结果 表明 ，ST(IM T>LL) 甚至 是 可 在 一 个 很 弱 的 二 阶 逻辑 中 从 
VP ST(LM T>L(L(LIp>p)>p)) 推导 出 来 的 ， 尤 其 是 在 一 个 不 带 选择 公理 的 
弱 二 阶 轴 辑 中 可 推导 出 来 的 《后 面 这 个 公理 在 所 有 以 前 的 不 完全 性 例子 中 都 要 用 
到 ) 。 这 使 得 Ks 不 能 为 这 个 蕴涵 命题 提供 证 明 的 现象 更 加 有 意思 。 

令 《F，W) 是 这 样 定义 的 一 般 框架 : 

W=INUio, w+1}, 

R={(i,)) |i, jeIN&i>j} Ul (a, |ieINUIlw, wo), (w+l, 
w)}, 

W={XCW|(XBRASH, HoeX), 或 者 (X 是 有 穷 的 是 wgX)|}。 


Q. 


0 1 2 n ntl wo atl 


很 易 验 证 ，W 满足 一 般 框 架 的 三 个 闭 包 条 件 。 显 然 ，LM T 一 L 1 并 不 属于 
Tha (F,W)): 考虑 世界 w+1。 但 是 ，LM T—>L(L(Lp—p)>p) 在 这 个 一 般 
框架 中 为 真 。 因 为 ， 如 果 了 是 任意 一 个 为 命题 字母 指派 W 中 集合 的 赋值 ， 使 得 
(F, WDE IM T[w], 那么 ww 一定 是 w+1。 因 为 所 有 其 他 的 世界 都 以 死 点 0 为 
一 个 R- 后 继 。 因 此 ， 只 和 需 证 明 (F, VE LULp—p)—plw] BATT, owt) 
仅 有 的 一 个 R- 后 继 。 于 是 ， WR CF, V) L(Lp—p)lw], W (F, YE po 
p [0]， 从 而 有 (F, VE p[0] (因为 Lp 在 任意 一 个 死 点 处 都 为 真 )。 但 是 为 一 
方面 , p 在 1 所 有 RR- 后继 处 为 真 。 因 而 ，《F, Vo Lol]. Web, LUlpop) 在 
o 处 为 真 也 列 涵 着 (F, VE p—pl1], AMA CF, VE pL1]。 继 续 对 2 等 
等 做 这 样 的 讨论 ， 我 们 就 成 功 地 证 得 ， 各 个 自然 数 都 属于 V(p)。 由 此 可 知 ， 
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V(p) 是 余 有 穷 的 。 那 么 ， 由 于 V(p) e W， 这 也 就 蕴涵 着 we V(p)。 E 

当然 ， 据 第 1 章 中 提 到 的 托 马 森 的 结果 可 知 ， 这 些 不 完全 性 现象 的 一 般 背 景 
是 清楚 的 : = 本 质 上 是 一 个 (不 可 公理 化 的 ) 二 阶 后 承 概念 。 一 般 框 架 的 引入 
以 亨 金 引进 一 般 模型 的 同样 方式 放宽 了 这 一 概念 ， 产 生 了 一 个 公理 化 的 〈 弱 的 ) 
PARES , 

更 密切 地 考察 [67] 将 表明 ， 模 态 完 全 性 定理 决 不 可 以 定义 6.4 的 那 种 抽象 
方式 来 表述 。 

定义 6.7 一 个 模 态 公式 集 王 为 对 于 框架 类 K 是 完全 的 ， 是 指 对 于 所 有 的 模 
BAK gp, peML(Y), SERŽ, gpeTh,,,(K) ( 即 VFeK: FE 9). 

例如 ，55 对 于 由 所 有 以 一 个 等 价 关系 为 其 择 代 关系 的 框架 所 组 成 的 框架 类 
是 完全 的 。 但 是 ， 它 对 于 由 所 有 以 其 个 体 域 上 全 关系 ( 即 VYxVyRxy) 为 择 代 关 
系 的 框架 所 组 成 的 类 也 是 完全 的 。 这 个 加 强 的 结论 可 以 从 生成 定理 ( 引 理 2. 11 ) 
推出 : 如 果 9 在 一 个 框架 FF =(W, R) 中 的 w 处 为 假 ， 这 里 尺 是 一 个 等 价 关系 ， 
那么 它 也 在 TC (F, w) 中 为 假 ， 这 框架 的 个 体 域 是 w 的 R- 等 价 类 ; 而 且 ， 在 那 
个 等 价 类 上 ，R 是 全 关系 。 不 过 注意 ， 据 同一 个 生成 定理 ，VYVx VyRxy 被 证 明 为 
是 不 可 由 S5 (或 者 任何 其 他 模 态 公式 集 ) 来 定义 的 。 

如 果 工 对 于 任意 一 个 框架 类 完全 ， 那 么 它 对 于 FR( 区 ) 也 完全 ， 即 它 在 定义 
6. 4 的 意义 下 完全 。 但 是 定义 6.7 中 给 定 的 那个 表述 也 使 人 想起 另 一 个 观点 : 给 
定 一 个 类 K 并 找 出 模 态 逻辑 Th K) 的 递归 公理 化 〈 任 意 一 个 这 样 的 公理 化 对 
于 KK 将 是 完全 的 )。 注 意 ， 如 果 KK 是 初等 的 《比方 说 ，Lo- 语 句 wa ELE), MA 
Th,a(K) ={ẹ |a VxST(q)| 是 递归 可 枚 举 的 ， 因而 ( 据 克 雷 格 定理 可 知 ) 
这 个 集合 有 一 个 递归 的 模 态 公理 化 。 

最 后 ， 应 当 要 提 到 一 个 跟 完 全 性 有 关 的 、 有 用 的 句法 观点 ， 它 归于 戈 德 布 拉 
特 。 对 任意 一 个 模 态 公式 集 ， 可 以 定义 一 种 “完全 闭 包 ” 如 下 。 

定义 6.8 SY E—MEBARE. CCL) MHRA Thwe FR (Z)). 

LCCC) 是 不 足 道 的 ,但 它 的 逆 却 是 比较 有 意思 的 。 事 实 上 ， 某 个 计算 
表明 ， 运 算 C 的 不 动 点 恰好 是 那个 完全 的 模 态 逻辑 ! MA, CCL) REBEL 
的 最 小 的 完全 模 态 逻辑 。 正 如 布 洛克 在 最 近 的 论著 中 所 表明 的 那样 ， 存 在 甚至 多 
个 不 相同 的 不 可 数 模 态 逻辑 ， 它 们 拥有 同一 个 完全 闭 包 。 

由 完全 集 组 成 的 某 些 特殊 的 类 如 下 。 

定义 6.9 三 为 一 般 完全 的 ， 记 成 五 e GC， 是 指 对 任意 一 个 包含 王 的 模 态 逻 
辑 A 和 任意 一 个 模 态 公式 pp，p e A， 当 且 仅 当 ， 对 所 有 满足 FF 和“《〈F，W) 
EA KAER (F, W) MA (F, WE po 

显然 ， 任 意 一 个 一 般 完 全 的 工 都 是 完全 的 。 一 种 重要 的 一 般 完全 集 是 典 
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定义 6.10i2 三 为 典范 的 ， 是 指 对 任意 一 个 模 态 命题 语言 〈 无 论 它 的 命题 
字母 集 是 可 数 的 还 是 不 可 数 的 ) MA, LETERE HF’) 中 成 立 。 

典范 性 的 这 一 定义 并 不 很 精致 ， 因 为 它 依赖 于 语言 。 因 此 ， 用 下 述 涉 及 保持 
性 条 件 的 一 个 定义 来 蔡 换 它 。 

定义 6.11 YAK, MS e CAN， 是 指 对 任意 一 个 满足 (F, WEE 
的 描述 性 一 般 框 架 《F,，W〉 都 有 F 上 po 

显然 ， 第 二 种 意义 上 的 典范 性 蕴涵 第 一 种 意义 上 的 典范 性 〈 因 为 亭 金 一 般 框 
架 都 是 描述 性 的 ) 。 仅 当 定 义 6.10 得 到 某 些 加 强 时 ， 上 面 这 个 命题 的 道 才 
gow, 

定义 6.11 意义 上 的 典范 性 在 [30] 中 被 称 作 “4d- 持 久 性 ”。 典 范 集 将 在 第 
13 章 和 第 16 章 中 再 次 出 现 。 

最 后 ， 定 义 一 个 有 意思 的 、 由 完全 集 组 成 的 类 如 下 。 

定义 6.12 二 为 一 阶 完全 的 ， 记 成 se C1， 是 指 存在 一 个 -语句 集 A， 使 
得 过 是 对 于 FR(A) 完全 的 。 

上 面 给 出 的 所 有 定义 都 可 限定 到 由 单个 模 态 公式 所 组 成 的 类 。 例 如 ， 如 果 将 
定义 6. 12 改 述 成 “pe Cl1， 是 指 对 某 个 -语句 a 而 言 ， 对 于 所 有 的 模 态 公式 纱 
都 有 ye ML( [gi )， 当 生 仅 当 , a= YST)”, BA fp pe Cl 就 是 一 个 算 
术 可 定义 的 模 态 公式 类 一 一 想必 是 (参看 第 7 章 ) 一 一 它 是 远 不 如 M 那么 复 
杂 的 。 

关于 C 的 子 类 的 更 多 的 例子 ， 参 看 第 13 章 。 

本 章 的 结束 部 分 将 勾画 这 里 所 引进 的 (第 3 章 中 ) 那些 概念 之 间 的 某 些 联 
系 。 因 为 我 们 关心 的 是 公式 集 ， 因 此 M 将 被 取 成 为 (E | 对 某 个 -语句 集 A 有 
FR( £) =FR(A)} © 

首先 是 一 些 明 显 的 包含 关系 : 

(1) CANCGCEC,; 

(2) MINCCCl, 

[24] 中 有 公式 MIp(ML(p Aq) VML(pAnq)) [或 等 值 地 说 ， 有 公式 ML 
(pV q)—>(MLp V MLg)]， 它 是 在 CAN 中 的 (因而 也 在 Cl t), GREM 中 。 
换 句 话说 ， 

(3) C4NE 天 1 ; 

(4) C1EM1, 

此 外 ， 下 述 否 定性 结果 也 成 立 。 

(5) CCC1。 
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WH: LF(L(Lpop) lp) 就 是 一 个 反例 ， 它 是 完全 的 ， 但 它 对 于 任意 
一 个 类 FR(A) 都 不 是 完全 的 ， 这 里 A 是 某 个 -语句 集 。 假 定 相 反 。 由 于 没有 
一 个 n 能 使 得 L* 上 eML( (LF) 成 立 〈 要 和 弄 明白 这 一 点 ， 可 以 考虑 任意 一 个 长 
度 大 于 的 有 穷 线性 序 : LF 在 其 中 成 立 , (AL LA RL), ， 故 而 下 述 公 式 集 将 会 
是 有 穷 可 满足 的 : | 

AU {Rxxi, Rax, 0, Renax, 7} naL} 
U| Vylx=yV Rey), YxY y(x =y V Rzy V Ryx)} o 

据 紧 致 性 可 知 ， 整 个 集 也 将 是 可 满足 的 ， 因 此 ， 存 在 一 个 框架 F 和 we W tig 
FEA, HERRERIA BMY R- 链 以 w 为 起 点 。 但 是 ，LF 在 这 样 的 框架 中 并 
不 成 立 : FE, A FR(A) CFR( >). a 

LF 也 提供 了 一 个 属于 C 而 不 属于 CAN 的 公式 的 实例 。 因 为 ，LF 不 对 超 滤 扩 
充 保持 (参看 第 2 章 ) ， 而 所 有 的 典范 模 态 公式 都 对 超 滤 扩充 保持 。 

最 后 一 个 事实 的 证 明 如 下 。 令 ee CAN, HOFE go SR(F*) =(ue(F), 
W) 是 一 个 使 p 在 其 中 成 立 的 描述 性 一 般 框架 〈 参 看 第 4 章 ) 。 但 是 另 一 方面 ， 
由 于 peC4N， 故 而 有 ue(F)E eo 我 们 已 证 明 : 

(6) CECAN, 

下 面 的 是 不 如 (1) 和 (2) 那么 明显 的 一 些 包含 命题 。 

(7) CLOCC., 

证 明 : 参看 [61] [Mien FERR (M. Mortimer) 的 证 明 就 行 ]。 

(8) MINCCCAN, 

证 明 : 参看 [24] 。 这 个 包含 命题 将 在 第 16 章 中 证 明 。 a 

特别 有 意思 的 是 C4N 和 C1 之 间 的 关系 。 由 [24] 中 法 因 的 证 明 可 知 ， 如 果 
就 某 个 由 对 不 相交 并 保持 的 -语句 所 组 成 的 集合 AMA, EWF FR(A) 完全 ， 
那么 王 是 典范 的 。 利 用 定理 8. 9 的 证 明 的 一 个 修正 ， 在 [11] 中 证 得 

(9) Cl CCAN, 

至 于 其 逆 ， 我们 冒险 做 这 样 一 个 猜测 : 

(10) CANEC1, 

BS, M 和 C 之 间 的 联系 远 不 是 那么 清晰 : 

(11) MIC; 

(12) cZM; 

(13) 并 非 所 有 的 模 态 公式 都 在 M1UC 中 。 

(11) 的 证 明 : 参看 上 面 给 出 的 那个 不 完全 的 模 态 逻辑 ， 它 定义 FR( po 
Ip), BP FR(WxVy(Reyex =y) ) 0 
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(12) 的 证 明 : LF 是 一 个 反例 : EHEC, (A (正如 第 3 章 中 所 证 明 的 ) 
CRE MI 中 ， 因 为 关系 性 质 “R 的 传递 性 +R WM BE” AEH 
(13) 的 证 明 : 这 结论 的 一 个 实例 是 在 [13] 中 找到 的 : 
{L(L(p—Lp) -LIp) —p ,Lp—p} 
是 不 完全 的 并 且 不 是 一 阶 可 定义 的 (第 1 章 中 的 托 马 森 公式 是 另 一 个 实例 ， 但 远 
为 复杂 得 多 的 。 对 于 NC 还 没有 令 人 满意 的 刻画 (不 过 我 们 将 在 第 13 章 中 试 
图 探讨 这 个 问题 ) ) 。 
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首先 ， 让 我 们 回想 一 下 来 自 于 第 3 章 的 某 些 定义 和 结果 。 在 定义 3. 10 中 ， 
E(g，a) 被 定义 为 在 一 个 模 态 公式 g 和 一 个 带 有 一 个 自由 变 项 的 -公式 a 之 间 
RZ, ÆA VE =(W,R))Vwe WF Ee wleFEalw)), ete ee or 
的 关系 。 在 pg 和 一 个 万- 语句 a 之 间 还 存在 一 个 全 局 等 价 的 关系 下， 它 成 立 是 指 
VF(F FeEF 记 <) 。 要 注意 的 是 ， 如 果 下 (p，a) ， 这 里 w 有 自由 变 项 x， 和 那么 
E(wp，V xa)。 相 应 于 这 些 关系 ， 对 于 模 态 公式 存在 有 两 个 一 阶 可 定义 性 概念 ; 
一 个 局 部 的 《MI = 1p | 对 某 个 a,，E(g，a)1) 和 一 个 全 局 的 (M1 = {9 | 对 某 个 
a, Elg, a)})o MER EME ZAMORA A, MEM 不过, 下面 将 证 明 
Mi¢M1, 

是 局 部 的 还 是 全 局 的 概念 更 有 吸引 力 ， 依 赖 于 我 们 对 语义 的 偏爱 而 定 。 例 
如 ， 对 于 那些 用 带 特 指 的 “现实 世界 ”的 框架 来 工作 的 人 【就 像 克 里 普 克 自 己 
起 先 所 做 的 ) ， 局 部 的 概念 就 较为 可 取 。 从 技术 观点 来 说 ， 二 者 都 有 用 处 。 当 用 
到 模型 论 时 ， 全 局 的 概念 是 较 易 处 理 而 又 精致 的 ， 局 部 的 概念 较 易 适用 于 句法 研 
究 (参看 第 9 章 ) 。 

当 我 们 所 考虑 的 是 模 态 公式 集 而 非 单个 的 模 态 公式 时 ， 情 况 就 改变 了 。 上 述 
定义 很 容易 推广 到 集合 五 ，A (而 不 是 p，a)。 对 于 那些 在 附加 前 缀 工 的 做 法 下 
封闭 的 集合 (如 第 5 章 中 的 模 态 逻辑 ) ， 引 理 3. 11 AE, DeM, MHRA, 
ye M1 [在 第 11 章 中 将 证 明 ， 在 由 所 有 传递 的 框架 组 成 的 类 上 ，p e M1, SA 
仅 当 ，Pp < MI。 不 过 ， 这 个 结论 并 不 一 定 成 立 ， 若 不 然 ， 据 引 理 8. 8 可 知 ， 如 果 
Lp eMI， 则 ge M1。 因此 ， 对 于 所 有 的 pe 有 (lyp HAM), 将 会 有 %e M1， 
MMCM: 这 是 假 的 ]。 也 许 有 人 还 考虑 “混合 ”情形 ， 如 w，A; 对 此 我 们 已 
A: Wo 局 部 (全 局 ) 等 价 于 某 个 和 -公式 集 A， 那 么 它 局 部 〈 全 局 ) 等 价 于 
单个 这 样 的 公式 。 另 一 种 混合 情形 ，Lo- 公 式 a 等 价 于 某 个 模 态 公式 集 开 的 情形 ， 
还 没有 在 这 里 进行 过 研究 。 我 们 能 否 证 明 这 样 一 个 a 等 价 于 单个 模 态 公式 ? 
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定理 7.1 LMLLp—>MMLMp ee M1 - M1, 

证 明 : LMLLp —> MMLMp e M1 这 一 结论 不 难 由 E (LMLLp -> MMLMp, 
Vx3yRxy) 看 出 。 从 右 到 左 的 蕴涵 是 明显 的 如果 殉 中 各 个 世界 都 有 一 个 R- 后 
继 ， 则 对 于 所 有 的 p MA, Lo 蕴涵 Me. BFA, BERT we WW 没有 R- 
后 继 ， 那么 任意 一 个 公式 Lp 都 将 在 w 处 为 真 ， 并 且 任 意 一 个 公式 Me 都 将 为 假 。 
换 名 话说 ，LMLIp 一 MMLMp TE w 处 自动 地 为 假 。 

为 了 证 明 LMLIip 一 MMLMp ¢ M1， 我 们 将 给 出 一 个 框架 F = (W, R) AlweW, 
{84% F F-LMLIp—>MMLMp[w), RM, HEF 没有 一 个 (包含 下 的 某 个 具体 的 
可 数 子 集 的 ) WETHER EF, F HLMLIp—MMLMp| w], Y Ly 的 骆 文 汉 姆 -斯 
科 伦 定 理 可 知 ， 这 意味 着 它 不 会 等 价 于 一 个 -公式 。 

ASW [m1 t,t] U {ys yy InelN,ie!{0,l},je!0,1,21|U {z,z, 
|neIN,f:IN>10,1}| (这 里 涉及 的 记号 约定 是 “|x,y |iel,je 虽 ”为 “|x,|i 
el} Uly, |je 咱 ”的 缩写 ， 类 似 地 对 更 长 的 序列 x,，y;，z，… 和 带 双 重 或 三 重 
下 标的 序列 也 采用 这 样 的 缩写 ) 。 

& R= | (x, ,%) KEJ 1X3) »(%3,%4) | U | (Xp , 2) KEPET 《zy |f:IN— 
[0,1} ,neIN} Un o Ynis Yni? (yrs ym) [WEIN ie {0,1} je 
10,1}}。 


图 7-1 


令 了 是 在 上 满足 CF, V) 瞩 LMLIp[x,] 的 赋值 。 我 们 将 证 明 (F, V) H|MMLMp 
[x], ATSE] F HLMLILp—>MMLMp[ x] HF (F, V) FLMLIp[«,], kmix 
FHAR neIN AF, V) FMLPp[y,]。 因 此 ， 对 于 所 有 的 me IN, 或 是 (F,V) 
FEDPp[yo]， 此 时 ，〈 了 ，P) FEp[yo]; RÆ (F, V) ELbpl yn, l, IER} (F, 
y) HEpl Ym lo 4> f: IN> 10, 1} XSF ATA n e IN 都 有 (F, v) EPL Yanz lo 
则 对 于 所 有 的 ne IN BRA (F, V) EMp[z,], Alt, A (F, V) H|LMp [z], 
FAXA (F, V} FEMMLM p[x, ]o 
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MES FE F 的 任意 一 个 其 个 体 域 包含 {xs 22, %3, xa) U {yy Ynis Y nij 
lnelN, ie 10, 1}, je 10,1, 2}} 的 可 数 初等 子 框 架 。 任 取 一 个 ze WW’ 
并 取 Vp) = fY |neIN}。 则 《F',，V) H|LMLLp[ x], HAA (F, V) H| Ip 
[x1], (E, V) FLIp[ x )],¢F',V) FR MLIp[ x, | ,并 且 还 有 《FE' , V) Epl Yal E, 
Vv) F-Lpl Yami 1+ (F's V) HE Lp [ yayo] ,《F’,V) EFLip[ yy l, (E, V) HŒ MLLp 
[y ,]o 5h, (E, V} H MMLMp[ x], AHA (E , V) Mp[ x, ], <E, V) A LMp 
[x] ,并 且 对 于 所 有 的 i,ne INA (E', V) Mp. yno l, FE VH LMpI ynu) ,最 后 对 
任意 一 个 ze 到 ,还 有 (FE' VIA LMp[z,]. AT AUX TER z, #2, Alt gf, 
并 且 至 少 有 一 个 me (848 g(n) 关 f(n)。 对 这 样 的 一 个 n, 由 于 《4F,V) 鼎 p 
Cynn ,故而 有 《4F',V) 扎 Mp[zos,], 从 而 有 《F',V) 据 LMp[zs]。 由 此 ,得 到 F' 鼎 
LMLLp—>MMLMp| x, ]。 | 

现在 我 们 还 要 给 出 这 一 现象 的 另 一 个 实例 (所 涉及 的 公式 对 后 面 的 论述 同样 
是 重要 的 ) 。 相 关 的 事实 如 下 。 

(i) 对 于 所 有 的 F( =《W,R)) 和 weW， 

FELp—LIp[w] @ FEV y( Ray Y z( Ryz—Rxz)) [w] 

(ii) LMp 一 Mlp 不 在 M1 中 (参看 第 10 章 定理 10.2) ， 

(iii) (Lp—LLp) \ (LMp—>MLp) 在 Ml 中 。 

因为 ，I1p 一 Lp 在 一 个 框架 上 成 立 ， 当 且 仅 当 ， 此 框架 的 关系 是 传递 的 ， 由 
此 我 们 有 下 述 结果 。 

引 理 7.2 对 于 所 有 的 传递 框架 F 和 we W, 

FEE-IMp Mip[w] F FE 3 y(Rxy A Vz Ryz>2 =7)) [w] 

证 明 : 从 右 至 左 的 方向 显然 。 对 于 另 一 方向 , E FEV y( Rey 3z(Ryz A 
z#y)) [w] ， 并 且 引 用 下 述 结果 到 TC(F, w) Eo [| 

引 理 7.3 (AC) ”对 任意 一 个 其 R 为 传递 关系 的 框架 F( =(W,R)), FB 
两 个 陈述 是 等 价 的 :. 

(a) FE Vady (RxyAx 天 7); 

(b) FEA XCW (848 X AW -X EF 中 都 是 共 尾 的 (cofinal),， 即 VYweW 
3veX Rw, HAVweWAveE(W-X) Rw, 

证 明 : 参看 [8]. a 

定理 7.4  (Lp—Llp) A (LMp—>MLp) sMl -Mi。 

证 明 : 这 个 公式 显然 属于 M: 它 是 由 Vx Vy (Rey Vi( Ryz—>Raz)) A 
Vx3y(Rxy 人 Vz(Ryz z=y)) 定义 的 。 为 了 看 出 它 不 属于 MI1， 需要 有 一 个 类 
似 于 建立 定理 7. 1 的 论证 。 考 虑 框架 了 = (W, R), RP 
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WeixtUly, |neIN,ie {0,1} } Utz, |f:IN-+10,1} |, 
R= | CX, yn) s Yni Yni? 4% 5Z¢) ,21sY fen) 》 lije 10,1} neIN,f:IN-{0,1} | o 


图 7-2 


很 容易 验证 , FEIp—Llp( x]. mH, FHLMp—MLp| x]. AA, VHF 
上 的 任意 一 个 满足 (F, V) EF LMp(<] 的 赋值 。 那 么 ， 对 各 个 nn Mi, A CF, 
V) FMNp[y,] ， 因 而 对 某 个 ie {0,1}, 有 (F, V) 鼎 p[yi]。 $f: IN {0, 
1} dA (F, V) Eplyo] 成 立时 , ef (n) =0, 否则 取 f (n) =1 定义 的 。 
TER, (F, V) 瞩 1p[zy]， 从 而 《F, V) 于 MipL*xj]。 

ES FÈ F 的 任意 一 个 包含 x 和 所 有 yi 的 可 数 初等 子 框架 。 由 于 WW 中 有 不 
可 数 多 个 z:， 故 而 其 中 至 少 有 一 个 ( 设 为 z。) EREE R, EXV (p) 为 
yo |DEIN| o BBA, 

(i) (F’, V) FLMp[x), 但 

(ii) (F’, V) 7 MIp[x]; 
因而 (Lp—>LLp) A (LMp—MLp) 在 了 中 的 x 处 为 假 (并且 这 公式 不 能 属于 
M1), AT@w (i) Maz, WER Mp 在 每 一 个 和 处 为 真 并 且 在 任意 一 个 ze 
W' 处 也 为 真 。 因 为 ， 这 样 的 一 个 f 将 至 少 在 一 个 n 处 的 值 是 跟 g 的 值 相等 的 ( 否 
则 , f 将 会 是 函数 1-g。 但 是 ， 由 于 对 每 一 个 zx 有 一 个 元 素 “z1./”【〈《 这 一 在 F 中 
成 立 的 性 质 是 L- 可 表达 的 ， 并 且 也 由 于 是 F 的 一 个 -初等 子 框架 ， 故 而 z。 
将 会 在 W' 中 ,矛盾 于 所 作 的 假定 )。 为 了 看 出 (i) 成 立 ， 请 注意 lp 在 任意 一 个 
7 ,处 都 不 成 立 ， 而 且 也 不 在 任意 一 个 ze W' 处 成 立 ， 因 为 任意 一 个 这 样 的 至少 
要 在 一 个 主 目 n 处 的 值 跟 g 不 同 。 E 

不 过 ， 有 一 个 相关 的 公式 确实 是 在 M 中 的 见 引 理 7.5。 

引 理 7.5 (Lp—Llp) AL(Lp—>LLp) A(LMp—MLp) e Ml, 

证 明 : E(L(Lp—Llp), Vy (Rey Vz( Ryz— Wu ( Rzu—Ryu)))) 成立。 于 
Æ, HEE (1p 一 Lp) AL(Ipolip) [w], W TC(F, w) 是 传递 的 。 此 外 ， 
如 果 有 FF (LMp—MIp) [w] (从 而 TC(F, w) F(LMp—MIp) [w]), 那么 根 
据 引 理 7.2，TC(F, w) F 3y(Rxy 人 人 Vz (Ryz—z =y)) [w], AMAFE SA 
y(Rxy 人 Vz (Ryz=>z=y)) [w]. Ait, 
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9 = (Lp—>LLp) AL(Ip—oLp) \ (LMp—MIp) 
蕴涵 
a = Y y( Rxy— Vz( Ryz—Rxz) ) A V y( Rey Vz( Ryz— 
Y u( Rzu—Ryu))) A Ay Rey A Yz(Ryz—=z=y)) 

a a eA AWEH, a 

上 面 的 结果 并 不 像 它们 表面 上 看 起 来 那么 简单 。 它 们 依赖 于 选择 公理 (经 由 
引 理 7.3) ， 反 过 来 ， 它 们 也 蕴涵 着 一 些 在 策 梅 罗 - 弗兰克 尔 集 论 (ZF) 中 不 可 
证 明 的 非 构 造 性 原则 。 

引 理 7.6 对 于 上 述 的 p 和 a，E(g，a) 蕴涵 无 序 对 的 选择 公理 。 

WEAR: 令 {4; lien) 是 由 两 两 不 相交 的 无 序 对 组 成 的 一 个 集合 。E(e，a) 的 下 
述 应 用 将 产生 |A lien) 的 一 个 代表 集 。 在 Uh, 外 取 菜 个 w， 并 令 R= (zy) | (z= 
w& ys UA, ) RAM TET i eA x eA, & yeA,}, WF =(UA,U {w},R). 

FE Vy( Rey Y z( Ryz—Rxz)) [w], 并 且 

FEV y(Rey—>W2( Rye Vu ReuoRyu))) [w]， 因 此 有 

FE (Lp-LIp) ALULp—LIp)[w] . 

HHT FR Ay( Ruy A Vz (Rzoz=y)) [w], ki F elw], FA, AW 
FH LMp—>Mlp| w] 只 能 是 唯一 的 情形 。 于 是 ， 如 果 了 是 FE 上 任意 一 个 使 得 〈 了 ， 
V) ELMp[w] #1 (F, V) 外 MPp[w (BP (F, V) LM, p[w]) 的 赋值 ， 那 么 
Vip) - jw) 就 是 所 要 求 的 集合 ， 它 与 各 个 4 只 有 一 个 共同 的 成 员 。 a 

[37] 中 表明 ， 无 序 对 的 选择 公理 在 ZF 中 不 是 可 证 的 。 对 于 一 个 更 强 的 定 
理 ， 还 需要 耶 克 的 另 一 个 结果 。 

引 理 7.7 . ( [37], 第 96 页 , 问题 15) 在 ZF 中 不 可 证 明 这 样 的 结论 : 
无 终点 的 线性 序 耻 = (W, R) 有 子 集 XCW, 使 得 和 WW-X 在 F 中 都 是 共 尾 
的 。 

我 们 现在 来 证 明 

定理 7.8 在 ZF 中 不 可 证 明 (Lp—>LLp) A(LMp—MLp) 属于 Ml。 

WEAR: 假定 这 个 事实 可 以 在 ZF 中 证 明 。 从 这 一 点 出 发 ,我 们 就 能 在 该 理论 
内 进行 讨论 ， 并 证 得 引 理 7. 7 中 提 到 的 原则 同样 也 会 是 可 证 的 。 令 F= (W, R) 是 
任意 一 个 无 终点 的 线性 序 ， 使 得 没有 一 个 XCW 能 使 XX 和 WW-XX 二 者 都 共 尾 于 F 中 。 
BRA FE LMp—MIp, 并且 由 于 RR 是 传递 的 , FE UpLlp) A (LMp 一 MIp)。 令 
Lo- EA B 表达 RR 为 无 终点 的 线性 序 这 一 事实 。 令 a 是 一 个 跟 我 们 的 模 态 公式 等 
价 的 五 -语句 。 显 然 , FEBAc, Alb p Aa 是 一 个 可 满足 的 0- 语 句 ， 它 有 一 个 
THIRA Fo 
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在 前 面 定 理 ( 如 定理 7.1) 的 证 明 中 ， 用 到 了 骆 文 汉 姆 -斯 科 伦 定理 的 一 个 
强 的 版 本 ， 汤 定 无 穷 框 架 有 适当 的 可 数 初等 子 结构 。 不 过 在 这 里 ， 我 们 用 骆 文 汉 
姆 -斯 科 伦 定理 的 一 个 弱 的 版 本 就 够 了 ， 也 就 是 断定 每 一 个 有 模型 的 六 -语句 一 
定 有 可 数 模 型 。 后 一 断定 在 ZF 中 是 可 证 的 ! 直接 利用 贝 特 表 列 或 者 享 金 技术 构 
造 一 个 可 数 模 型 。 注 意 ， 在 这 样 做 的 时 候 ， 不 必 诉 诸 非 构造 性 原则 ， 如 柯 尼 希 引 
理 (Konig’s Lemma) 或 者 素 理 想 定理 (Prime Ideal Theorem); 由 于 我 们 正在 处 理 
的 是 一 个 可 数 语言 ， 而 它 的 公式 都 是 良 序 地 构造 起 来 的 (有些 教科 书 作者 即使 在 
可 数 情形 下 ， 为 了 叙述 精 雅 也 常常 利用 诸如 此 类 的 非 构造 原则 ; 但是， 严格 说 
来 ， 这 样 的 叙述 是 容易 引起 误解 的 。 参 看 [5], 23). Alt, Fi 是 一 个 无 终 
点 的 可 数 线性 序 ，LMp 一 MLp 在 其 中 成 立 。 但 这 是 一 个 矛盾 ; 因为 ， 在 这 样 一 个 
可 数 序 中 ，( 利 用 W, 的 某 个 枚 举 ) TRL PE AXCW,, E4 X MW, -X MAE 
F, 中 都 是 共 尾 的 ; 这 意味 着 LMp 一 MIp 可 以 为 假 。 E 

某 些 术语 上 的 说 明 也 许 在 这 里 是 有 帮助 的 。ZF 强 得 足以 为 讨论 模 态 逻辑 的 
语义 问题 提供 工具 。 如 何 形式 化 有 关 框 架 的 元 言论 是 明显 的 ， 同 样 对 模 态 语言 
是 如 此 。 单 个 模 态 公式 可 以 利用 某 种 “ 哥 德 尔 编 码 ”来 获得 集 论 “ 专 名 ”， 而 且 
这 一 切 都 将 存在 于 一 个 自然 定义 的 “ 模 态 公式 ”类 中 。 诸 如 M 的 成 员 等 概念 也 
都 获得 一 个 明显 的 、 派 生 的 集 论 表述 。 

有 时 ， 一 个 纯 算术 表述 优 于 一 个 集 论 表述 。 例 如 ， 当 说 到 一 个 模 态 公式 集 为 
“算术 不 可 定义 的 ”时 应 当 认 为 这 是 指 : 没有 一 个 算术 公式 a 能 使 等 价 命题 IN 
allel) 全 pe 了 对 于 所 有 的 模 态 公 式 wp Bi (To Me 的 某 个 数字 哥 德 
尔 编码 ) 。 但 是 ， 当 然 ， 所 有 这 一 切 也 都 可 在 集 论 语言 中 表达 出 来 。 在 此 情形 
下 ， 常 用 的 约定 是 把 那些 ZF- 公 式 叫 做 “算术 的 ”， 它 们 所 有 的 量词 都 相对 化 
到 V,( 即 累积 系列 中 的 第 一 个 无 穷 层 ， 它 相当 像 IN) 。 注 意 ， 以 上 所 说 的 模 态 
公式 的 “ 专 名 ”将 属于 V,。 因 此 ， 例如， 若 存 在 一 个 算术 的 ZF- 公式 a(x) 使 
得 ZF 上 “对 于 所 有 的 模 态 公式 pgp，gp e lL, SAM, ale)”, WE ZF 中 可 
定义 的 模 态 公式 集 工 就 可 被 说 成 为 是 “在 ZF 中 是 可 证 算术 的 《provably arith- 
metical)” > 

推论 7.9 M1 在 ZF 中 不 是 可 证 算术 的 。 

WEAR: 假定 有 某 个 算术 的 ZF 公式 a(x) 使 得 ZF 上 “对 于 所 有 的 模 态 公式 
pg，p eA 和 1 ， 当 和 且 仅 当 , alp)”. HF ZF +AC j“(Lp—LLp) (LIMp— MIp) e 
M1”( 由 上 面 的 讨论 而 得 )， 由 此 可 知 算术 (1!) Bea a( “(Lp Llp) A (LMp— 
MIp)”) 在 ZF+AC 中 可 证 。 而 相对 于 算术 陈述 而 言 Z+4C 在 ZF 上 是 保守 的 ， 
因而 有 ZF Fa(“ (lp 一 Lip) 人 (LMp 一 MIp)”)。 如 此 一 来 ,， ZF “(Lp Llp) ^ 
(LMp—MLp) e M1”; 跟 定 理 7.8 HHA IEW a 
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可 以 为 M 证 明 一 个 类 似 的 结果 。 不 过 ， 限 制 于 “可 证 算术 的 ” 则 使 这 些 结 
果 相 当 弱 。 一 般 而 言 ， 对 于 全 称 二 阶 语句 的 情形 有 一 个 更 令 人 满意 的 答案 。 称 这 
样 一 个 二 阶 语 名 为 一 阶 可 定义 的 ， 是 指 存在 一 个 〈 仅 含有 来 自 于 该 二 阶 语 句 的 一 
阶 参 变 元 的 ) 一 阶 语句 ， 在 由 所 有 标准 模型 所 组 成 的 类 上 逻辑 等 值 于 它 。 在 第 


17 章 中 ， 由 所 有 一 阶 可 定义 的 全 称 二 阶 语句 所 组 成 的 类 被 证 明 为 是 算术 不 可 定 
义 的 。 





WATE ERA el 


—“ MERA Ly 4, BEES Ly 句子 定义 ; 称 它 为 m-A- 初 等 的 ， 

是 说 它 由 一 个 《可 能 无 穷 的 ) -句子 集 定义 ; BEA L- L- mF, BEE Lo- 

初等 类 的 一 个 并 集 ; 最 后 ， 称 它 为 mm- XA- 初等 的 ， 是 说 它 是 10-A- 初 等 框架 类 的 一 

个 并 集 。 众 所 周知 ， 一 个 框架 类 为 L- A- 初 等 的 ， 当 且 仪 当 ， 它 对 -初等 等 价 圭 

闭 。 因 此 ， 这 个 谱系 并 不 能 延伸 至 [0- A- 初 等 类 之 外 。 因 此 ， 我 们 得 到 如 下 图 示 : 
初等 的 


-初等 的 。 A- 初 等 的 
NA 


ZA- 初 等 的 


| 


本 质 上 高 阶 的 
图 8-1 
对 于 由 全 称 二 阶 句 子 定义 的 框架 类 ， 人 情况 就 简化 了 。 如 果 一 个 Lo- A- 初 等 类 
由 这 样 一 个 句子 定义 ， 那 么 它 是 0- 初等 的 (用 一 个 紧 致 性 论证 容易 证 明 )。 类 
AWS, L- 王 A- 初 等 类 埔 塌 成 o- -初等 类 : 
初等 的 


-初等 的 


本 质 上 高 阶 的 
图 8-2 
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对 于 当 作 一 种 特殊 的 全 称 二 阶 句子 来 考虑 的 模 态 公 式 (参见 第 3 章 ) ， 还 可 
以 有 进一步 的 归 约 : 任何 由 一 个 模 态 公式 定义 的 mo- 工 -初等 框架 类 都 是 Lo- 初 等 
的 。 因 此 ， 只 剩 下 两 种 可 能 : 一 个 模 态 公式 要 么 是 L, WGN, BARE Lo- ÈA- 
初等 的 。 对 于 由 模 态 公式 集 定义 的 框架 类 ， 出 现 一 种 新 的 可 能 性 : 这 些 类 是 Lo- 
A- 初 等 的 ， 却 不 是 -初等 的 。 我 们 现在 探索 这 个 方向 的 形式 结果 。 

引 理 8.1 (eth) ”框架 族 {F, |ie7| 的 任何 超 积 IIvF, MTR 
ME iF, liel) 的 一 个 生成 子 框 架 。 

证 明 : 把 fi PRR CS) er) v 的 那个 明显 的 映射 就 是 所 要 求 的 同 构 。 国 

推论 8.2 任何 对 生成 子 框架 、 不 相交 并 、 同 构象 和 超 智 都 封闭 的 框架 类 ， 
对 超 积 也 封闭 。 

推论 8.3 任何 对 生成 子 框架 和 不 相交 并 都 封闭 的 Ly- 王 A- 初 等 框架 类 都 是 
Lo- A- 初 等 的 。 

证 明 : SK 是 这 样 的 类 。 由 于 K 是 lo- LAWS, AMEX Lo0- 初 等 等 价 
HH, Mint WRB 〈 根 据 沃 斯 定理 ， 超 寡 都 是 mo- 初 等 等 价 于 它 
们 的 基础 结构 的 ) 。 因 此 ，K 对 超 积 封闭 ， 并 且 根据 著名 的 模型 论 结果 ， 任 何 
对 五 -初等 等 从 和 超 积 都 封闭 的 框架 类 都 是 六-A- 初 等 的 。 a 

推论 8.4 ”对 于 任何 模 态 公式 集 王 ， 如 果 FRCL) BL, LA MSH, BA 
CE Lo-A- 初 等 的 。 


推论 8.5 对 于 任何 模 态 公式 g， 如 果 FR(g) Æ L- DAWN, MACE 

Lo- PER o 
证 明 : 利用 8.4 和 这 样 的 事实 : 对 于 任 全 称 二 阶 句子 ，Lo- A- 初 等 蕴涵 Lo- 初等 。 
a 


定理 8.6 “一 个 模 态 公式 属于 M1， 当 且 仅 当 ， 它 对 lo- 初等 等 价 保持 ， 当 和 且 
仅 当 ， 它 对 超 宕 保持 。 

证 明 : 如 果 wp eM1， 则 它 显然 对 Lo- 初等 等 价 保持 。 如 果 gp 对 0- 初 等 等 价 保 
持 ， 那 么 它 对 超 短 保 持 。 最 后 ， 为 了 完成 这 个 当 且 仅 当 命题 的 证 明 ， 如 果 p 对 超 
宕 保持 ， 那 么 根据 推论 8. 2，FR(g) IRSA. MH, FR) 的 补 由 一 个 特 
称 的 二 阶 句 子 【等 值 于 VxVYP…VYP,ST(p) 的 否定 ] 定义 ， 因 而 对 超 积 封闭 
(参见 [17]， 定 理 4.1.14)。FR(q) 与 它 的 补 类 都 对 同 构象 封闭 ， 所 以 ， 根 据 
凯 斯 勒 对 初等 类 的 著名 刻画 ，FR(p) 是 [0- 初 等 的 。 = 

定理 8.6 并 不 对 所 有 全 称 二 阶 句子 都 成 立 ，[ 戴 德 金 (本 W. R. Dedekind) ] 

. 68- 


8 一 阶 可 定义 性 的 模型 论 刻画 





有 穷 性 的 例子 就 是 证 据 。 它 对 超 宕 保持 ， 但 不 是 初等 的 。 实 际 上 ， 关 于 全 称 二 阶 
句子 的 情形 如 下 。 根 据 引 理 3. 12， 所 有 这 一 类 形 如 VP…VYP.Vx…Vxne 的 名 
子 都 对 超 积 保持 ， 这 里 9 是 由 6- 公式 和 P,, +, Pa 中 的 原子 公式 形成 的 布尔 组 
合 。 在 第 17 章 中 会 证 明 ， 那 些 形 如 YP…VYP,3x…3xne (ep 如 前 ) 的 句子 都 
对 超 寡 保 持 ， 但 不 一 定 对 超 积 保持 。 最 后 ， 任 何 仅 以 R 为 一 阶 谓词 参数 的 全 称 二 
ya] abe SAE VP, VP, day da, Vr Ve (o 依旧 如 前 ) 的 句 
子 。 所 以 ， 上 述 结果 是 最 好 的 可 能 结果 。 那 么 很 显然 ， 这 样 的 保持 结果 并 不 给 出 
多 少 关于 哪些 模 态 公式 一 阶 可 定义 的 句法 信息 。 为 此 ， 必 须发 展 适 当 的 句法 方法 
(参见 第 9 章 )。 

对 于 局 部 可 定义 性 ， 可 以 证 明 ， 上 述 结果 的 一 种 稍 复杂 的 版 本 成 立 。 

定理 8.7 一 个 模 态 公式 9 EM 中 ， 当 且 仅 当 ， 对 所 有 框架 了 和 集合 1， 使 
得 对 各 个 ie 了 有 w eW, URII ERMIR U, 

VielF Hol w, | AM IIF Hel ( (widierule 

证 明 : 如 果 g 在 MI 中 ， 比 如 说 它 局 部 等 值 于 a, 那么 Vie7EFFo[w] Ai 
WViel F Halu] RERNE, F Fal (oul, AT p 也 同样 在 
那个 世界 为 真 。 

对 于 其 北方 向 的 证 明 ， 增 加 一 个 个 体 常 项 到 三 中 ; 结果 产生 Lo(c)。 考 
虑 由 所 有 在 下 卢 p[w] 的 意义 下 为 o 的 模型 的 (ec) -结构 《F,，w》〉 所 组 成 的 
ŽK, 

G) K 对 超 积 封闭 。 因 为 ， 考 虑 任何 集合 1《F,,w;) iel CK MI LER 
个 超 滤 U, EMF AHEAD IF, |ie 叶 。 显 然 ， 根据 推论 2.15，《F', w) Æe 
的 模型 。 因 此 ， 根 据 假 设 ， (TIyF’, ( (wi; ierdud 是 9 的 模型 。 所 以 Iv F.,, 
w;) liel} = (TILIF; | tel} (Cwi) BE e 的 模型 ; Ils (F, [iel ÆN F 
的 生成 子 框架 (参见 引 理 11. 1) 。 

Gi) 利用 像 上 面 有 关 特 称 二 阶 句 子 的 标准 论证 ，K 的 补 类 也 对 超 积 封闭 。 

由 (i) 和 Gi) 一 一 以 及 显然 对 同 构 象 封 闭 一 一 可 得 K 在 Lle) 中 是 初等 
的 (再 次 利用 凯 斯 勒 定理 ) 。 这 就 产生 一 个 在 结构 《F，w》〉 所 形成 的 类 上 等 值 于 
e I Lole) -句子 a(e) ， 这 不 过 正好 是 a(x) 在 这 个 框架 类 上 局 部 一 阶 等 价 于 e 
的 另 一 种 说 法 而 已 。 | 

这 个 定理 用 在 我 们 能 为 下 述 引 理 找到 的 唯一 的 证 明 中 。 

引 理 8.8 ”对 于 任意 的 模 态 公式 pgp， gp e ML， 当 上 且 仅 当 ,1p e M1。 

证 明 : 从 左 至 右 的 方向 是 容易 证 明 的 。 如 果 E(g，a)， 其 中 =a(x)， 那 
么 对 某 个 不 在 a 中 出 现 的 变 项 y 有 天 (Lp，VYx(Rx 一 ca))。 因 为 , Flelw), 
HAK, HANA v 使 得 Ruw H F gl]. 





- 69- 


第 二 部 分 “ 模 态 公式 的 一 阶 可 定义 性 





另 一 方向 ， 如 果 p gg M1， 根据 定 理 8.7， 存在 F=《W, R), I, {w lied} 
Al U, EAMES ic LAF E(w; | MILF Hel ( (wi )ierule 在 IF 的 论 域 
之 外 取 某 个 v， 并 令 F, 为 框架 (WU fo] RU (ow) 2。 由 于 了 户 p[w] ， 所 以 ， 
Fj 三 gp [wi]， H F; 所 Lp[v]。 我 们 来 证 明 IToF; 磊 Lp[(《4v)ice1)v]， 从 而 证 
HiLp ¢ M1。 

MER EIA FE Vx (Raxx =x) [v，w;]， 从 而 根据 沃 斯 定理 得 
TI pF; HV «(Rx xx =x) L ¢ CO ij) vs ( (Wi)ic1) vu)o 因此 ，( 《v)icn)v 在 
TL,Fi 中 恰好 有 一 个 R- 后 继 ， 也 就 是 ( Cw) er) vo' 显然 ,，F CR， 因而 HE C 
JI,Ff,。 这 是 下 述 一 般 性 (在 比如 引 理 8.1 的 证 明 中 使 用 的 ) 事实 的 实例 : 

如 果 对 于 所 有 的 ie1 有 FCYF',, 并 且 U 是 
7 上 的 一 个 超 滤 ， 那 么 TuF; CTF’, 
(这 个 事实 的 证 明 是 直截了当 的 ) 现在 令 V 是 IIyF EIEEE, V) = 
= gf ((w;) :21) vj 成立 的 赋值 。 了 也 是 IE 上 的 赋值 ， 据 引 理 2.11 ( “生成 定 
m”), (TF, V) Rael (mw) icnul. RARE, , V) E a Lol (0) culo 
| 

迄今 为 止 ， 只 利用 了 对 生成 子 框架 ， 不 相交 并 和 初等 等 价 保持 等 。 这 里 有 一 
个 涉及 第 二 章 中 其 余 两 个 主要 概念 的 模型 论 结果 。 

定理 8.9 ”如 果 一 个 框架 类 对 初等 等 价 和 p- 态 射 像 封 闭 ， 那 么 它 也 对 超 滤 扩 
充 封 闭 。 

证 明 : 将 要 证 明 的 是 ， 对 任何 框架 F，ue(F) BASS OTT FTE 
F' 的 p- 态 射 像 。 令 = 《WW，R)。 对 每 个 XC， 附加 一 个 不 同 的 一 元 谓词 常 项 cx 
到 中 。 按 一 种 明显 的 方式 将 下 膨胀 为 该 语言 的 结构 F,。 利 用 熟悉 的 模型 论 构 
E, BUF, 的 一 个 初等 扩张 M =F, (ey) xcy)， 使 之 相对 于 由 至 多 含 W 的 一 个 
参数 的 公式 所 组 成 的 公式 集 是 饱和 的 (注意 F' 初 等 等 价 于 F)。 对 所 有 的 we W， 
f(w) =1XCWIwec'x| 所 定义 的 映射 /是 从 F' 到 we(F) 上 的 p- 态 射 , 正如 现 
在 将 证 明 的 那样 。 

(i) 是 良 定义 的 。 因为 ， 根据 等 值 式 Vz(7 CYZ © Cy_x2) MV z( (eyz A cyz 
© crnyz) ， 这 两 个 等 值 式 都 在 F, 中 为 真 ， 因 此 ， 在 M 中 真 ， 所 以 , fw) F 
上 的 超 滤 。 

(ii) f 是 到 上 的 。 由 于 F 上 的 任意 超 滤 U 对 应 于 M 上 有 穷 可 满足 集合 lexz 
1Xe Ui ; 它 是 由 某 个 we W' 满 足 的 ， 因 为 M 相对 于 这 样 的 集合 是 饱和 的 。 

Gii) WE w, veW, HH R'w, WA Ref(w)f(v)。 因 为 只 需 证 明 ， 如 果 
weer (这 里 1 是 第 四 章 中 定义 的 集合 论 运 算 )， 那 么 ve c'x; 而 且 这 可 以 由 
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VyVz((cnyYARyz) 一 cxz) EF, FP (ARAM) 为 真得 出 。 

(iv) WR RA(w)U， 那 么 可 以 找到 一 个 ve W' 使 得 Ruw 并 且 f(v) =U。 考 虑 
È = [cxz| XEU} U |Rwz| 。 这 个 集 在 M 中 是 有 穷 可 满足 的 。 因 为 ， 如 果 XX ，…， 
X eU, W |cxz,，…， cxz，Rwz| 在 M 中 是 可 满足 的 [要 明白 这 一 点 ,首先 注 
意 针 =Xi 阁 … 站 Xe U。 假 定 上 述 集 合 不 是 可 满足 的 。 那 么 下 面 的 公式 在 M 中 为 
真 : Vy(Rwy 一 "cxy)， 因 而 Yy(Rwy>cw_xy)。 此 外 ，Vz( Yy (Ray—cw_xy) 
一 Cry-02) FEF, 中 成 立 ， 因 此 在 M 中 成 立 。 所 以 wec'iw_w 并 且 iW-X) e 
fw), BE, WE R 的 定义 ， 这 意味 着 WW- 处 e U 矛盾 ]。 由 于 M 相对 于 了 这 
样 的 集合 是 饱和 的 ， 因 此 ， 所 描述 的 v 存在 。 a 

这 条 引 理 受到 [24] 的 启发 。 只 是 下 面 的 例子 表明 它 的 逆 命 题 并 不 成 立 ， 
这 是 对 [24] 中 一 个 例子 的 改编 。 

引 理 8. 10 ML(pV gq)->M( LpV Lg) 对 超 滤 扩充 保持 ,但 这 个 公式 不 对 初等 
等 价 保持 。 

证 明 : 为 了 证 明 这 公式 对 超 滤 扩充 保持 ， 我 们 证 明 它 在 定义 6. 1 的 意义 下 是 典 
范 的 [ 即 它 从 使 它 成 立 的 描述 的 一 般 框架 (参见 定义 4.6) 过 渡 到 基本 (全 ) 框架 
时 是 保持 的 ] 。 因 为 ， 如 果 它 在 某 个 框架 了 中 成 立 (因而 在 定义 4.5 定义 的 《we 
(F), W) PERSZ), CE we(F) 中 也 成 立 ， 因 为 《we(F)，W》〉 是 描述 的 一 般 
框架 。 因 此 ， 假定“F，W》 是 描述 的 一 般 框 架 使 得 ML(pVg) 一 M(IpV L4) 成 
立 。 将 要 证 明 的 是 ，Vx Vy (Rey dz (Rez A Vu (Ru (Ryu A Vv( Rev 
u=v)))))fEF 中 成 立 。 容 易 验 证 ， 这 个 Lo- 句子 蕴涵 ML(pVg) 一 M(IpV1g)。 

令 x、ye WEG Rey。 要 找到 一 个 ze WEI) Rez, (ii) Vu( Reu— Ryu)， 
并 且 ( 证 ) Vu Vo( Re (Rwu =v))。 考 虚 {XeW |xel(X)} UIl(Y) |VYe 
W &yel(Y)} UM Z) ULP-2Z)17sWi。 只 需 证 明 这 个 集合 具有 有 穷 交 性 
质 ， 因 为 (在 那样 情形 下 ) 可 以 将 它 扩张 成 W 上 的 超 滤 ， 使 它 有 满足 (i)、 
Ci) AN (Gii) 的 单 点 的 交集 {zi (《F,W) 是 描述 的 ， 这 一 点 在 这 里 反复 使 用 )。 
为 了 进行 归 雇 法 证 明 ， BREIE X, e Xo Yo otu Yas Zi, ot Z, 

ALN AID A UE) UUW -2,)) = Bo 


令 X= 站 并 令 Y= 六。 显然 , e1 (= AIX)), Ey eI) L(Y))。 
我 们 有 
XAY NA UL) UUW -Z,)) =Ø, 
或 者 
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XEW- (UY) NA (UA) UL 了 -ZU)))。 


因此 , (X) CIW - (L(Y) A A (L(A) UIW ~ Z,)))), 并 且 一 由 于 x e 


| (X)——« 属于 后 一 个 集合 。 注 意 ， 下 述 公 式 在 中 可 以 从 ML(pVq) 一 M(IpV Lg) 
推导 出 来 : 





L~ (lq A [I (hr, V Lo r,)) >La Lq (x) 


为 了 弄 清 这 一 点 ,假定 - L- Lq, BN Mig。 那 么 显然 有 ML((qAr,)V(qA77,)), 
AmA MEA) ViCqA7r,)) RA MACL Vi717,))). KF r 的 同样 
的 论证 将 得 到 M(L(gAr An VECqgAr, ADR) VECg Arr, Arn) VECqAr 47, A 
= r) (ATLA M(Lq A (Lr, Via rn) Ar Vin 7r,))。 最 后 ， 显 然 可 以 得 到 MC Lg A 
TI (Lr, Vin r))o TÆ, BHECFLW) EC *),xel(W-1(Y)), Ak, ye W- 
ICY) (Rey 成 立 !), 与 Yel(Y) 这 个 事实 矛盾 。 

为 了 弄 清 ML( pV q) >M (Lp V 19) 不 对 初等 等 价 保持 ， 考 虚 下 述 框架 下 = 
《下 ，R)。 令 U 是 IN 上 的 一 个 自由 超 滤 。 下 定义 为 11IN} UUUIN(W 是 不 可 数 
的 1) ,RR 定义 为 { UN, X) |XeU}UI(X,n) |XeU & ne X} Ul (n,n) |nelN}。 
很 容易 验证 ， 我 们 的 公式 在 所 有 不 同 于 IN 的 世界 成 立 。 于 是 令 V 为 上 的 任意 
赋值 使 得 (F,V》 厂 ML(pV q) UIN] WWA, XIIS X eU, (F, V) FL(pV aq) [X], 
BN XCV(pVq), Alm V(pVa) NINEU, AT V(pVq) NIN=(V(p) NIN) U 
(V(g) NIN) ,这 些 集合 中 必 有 一 个 属于 U( 因 为 U 是 一 个 超 滤 ) ,不 妨 设 V(p) NIN 
e U。 所 以 ,《F,V) 瞩 IpLV(p) AIN], Hmi CE, V) FMLpL IN]. 

ME, ER FE 的 一 个 可 数 的 -初等 子 框架 FF' 使 得 W' 包 含 IN 和 所 有 ne IN. 
很 容易 构造 出 IN 的 不 相交 的 子 集 4、B 使 得 对 于 W' 中 0 的 所 有 其 余 元 素 久 及 
MA 名 ,并且 针 MB 闫 名。 因为， FX, +, XX,，… 是 这 些 元 素 的 枚 举 。 定 义 
ho = 名 ，Bo = 名。 然后 ， 假 定 已 经 定义 有 穷 不 相交 的 集 A, AB, 使 得 对 各 个 i (1 
<i<n) #AX,NA, AD, X,NB, AOD. 令 k、1 是 X,, 中 任意 两 个 不 在 4, UB, 
中 的 元 素 (这 样 的 元 素 一 定 存在 ， 因 为 作为 一 个 自由 超 滤 的 元 素 匀 ,, ,一定 是 无 穷 
K)o MAW AWA, Uk}, MBA BUI}. A=U,A, AB = UB, 就 是 所 
要 求 的 集合 。 令 V(p) =4 和 Te) =IN-A,ABA ML( pV q)—>M (Ip V Lq) FE IN Bb 
为 假 。 E 
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M1 比 M1 更 合适 作为 句法 研究 的 对 象 。 我 们 现在 来 进一步 研究 这 个 集合 。 下 
面 的 引 理 列举 了 它 CALE) 的 一 些 简单 的 性 质 。 

引 理 9.1 对 于 所 有 的 模 态 公式 g A y 以 及 所 有 的 0- 公 式 a AB, 

Elp, a) &E(y,B)=(Ep My,a ^B), 

E(g,a) &E(%,B)>(EoVe,aVB), RE o 和 没有 共同 的 命题 字母 ， 

对 于 所 有 的 命题 字母 p,E(gp,a)e(E([" p/ple,a) o 

证 明 : 对 于 所 有 的 模 态 公式 p Aly, F 帮 pg Ayw[w] ， 当 且 仅 当 , FFelw), 
#AFEY( ww], MWR o 和 没有 共同 的 命题 字母 WFEeVylw)], SHA 
当 , FEoglw], RA F Hylw], A51 2.4 可 证 明 这 一 点 。 最 后 ， 引 理 2. 5 
ADRS: 对 于 所 有 的 命题 字母 p, FE e[w], MBH, FE[-p/plelwv). W 

推论 9.2 对 于 所 有 的 模 态 公式 pgp 和光， 

peMl&yeMl => oAyeMl, 

geMIi&yeMl => oVyeM, RE o 和 乡 没有 共同 的 命题 字母 ， 

对 于 所 有 的 命题 字母 p, peM & [7 p/plpe M1, 

peMl elgeMl, 

证 明 : 前 三 个 断言 由 引 理 9.1 得 出 。 第 四 个 断言 是 引 理 8. 8。 | 

引 理 9.3 下 面 的 草 涵 式 并 不 对 所 有 的 模 态 公 式 o A 都 成 立 ， 

(i) geMl = -9eMl; 

(ii) pgeMl > MpeM1; 

(iii) peM1 &yeMl = (gow) eMl; 

(iv) pg eMi => [7 p/qlgeM; 

(v) pAweMl = geMl & yeMl, 

证 明 : 第 10 章 将 证 明 模 态 公式 LMp 一 Mip 在 M 之 外 。 此 公式 等 值 于 
- (LMp ALM- p)， 也 等 值 于 和 M(Mp 一 lp)。 另 一 方面 ,下 述 公 式 都 是 在 M1 P: 
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LMp, LM~ p,MLp 和 Mp 一 Lp。 它 们 的 -等 价 公式 分 别 为 -= 3yRxy, AyRxy, 
Ay( Ray Am AzRyz) FV z( Rey V2( Rez =y), We, W (i), Gi) Al (ii) 
显然 成 立 。 . 

对 于 (iv), #8 p = (Mp AMq)—-M(pAMq). peM1, AA E(g, Vy( Ray 
— Yz(Rxz—>Ryz))) BÆ, [7 p/q]e = (Mp AM p)—>M(p AM p) CEFET 
~ M(pAM` p)—> (MpAM` p), BISHEF L(p>Lp) > (Mp—>ip)], 不 在 M1 
中 。 事 实 上 ， 如 第 10 章 引 理 1 所 示 ， 它 甚至 不 在 M1 中 。 

(v) 由 引 理 7.5 可 得 : (lp 一 Llp) AL(Lp—LIp) \ (LMp—MIp) e M1, 但 
LMp—MLp e M1。 注 意 ， 这 个 例子 也 表明 Mi 不 对 K- 可 推导 性 封闭 。 | 

回顾 下 面 一 些 有 用 的 概念 。T 和 上 分 别 为 用 来 表示 处 处 为 真 和 处 处 为 假 的 公 
式 的 记号 。 闭 公式 是 不 含 命题 字母 〈 但 可 以 含有 这 两 个 命题 常 项 ) 的 公式 。 两 
个 新 的 概念 如 下 。 

定义 9.4 一 个 模 态 公式 p 单调 于 命题 字母 p， 是 指 对 所 有 模型 M = (W, 
R, V). RA we 到 和 所 有 赋值 V' 使 得 V'(p) DV) UERR p 外 都 相同 于 VV)， 

mE MEg[w), BA (W, R, V) Felw]. 

定义 9.5 一 个 模 态 公式 为 正 的 (positive) ， 是 指 它 为 仅 用 T ， 上 ， 命 题字 
E, A, V, LAM MERRY. 

任何 正 公式 都 单调 于 它 所 有 的 命题 字母 。 似 乎 有 可 能 利用 第 15 章 的 初等 链 
方法 来 证 得 一 个 逆向 的 结果 。 

引 理 9.6 任何 闭 公式 都 在 MI 中 。 如 果 一 个 模 态 公式 p 单调 于 p， 那 么 pe M1， 
M4 (4, [ 1/pjp eM. 

证 明 T 和 上 工 当 作 初 始 符号 来 处 理 ， 我 们 把 下 述 条 款 添加 到 定义 3. 1: 

ST( T ) = Vx(Rxx—>Rxx) ,并 HL ST( L) = Vam (Rrxx—Rxx)o 
那么 对 每 个 闭 的 模 态 公式 p，ST (p) 都 将 是 一 个 Lo- 公 式 。 

第 二 个 断言 是 通过 观察 下 述 结论 来 证 明 的 : 对 于 任何 单调 于 p 的 模 态 公式 
op， 对 任何 框架 和 we WW， 都 有 于 pL[w] ， 当 且 仅 当 , FEL L/plelw]o WA 
左 至 右 的 方向 是 显然 ， 而 从 右 至 左 则 可 以 由 下 述 事 实 得 出 : [weW|FE Lol} 
= 人 并且 p 单调 于 p。 a 

来 自 于 第 2 章 的 另 一 个 相当 有 用 的 概念 是 公式 9 的 模 态度 d (p) (BREN 
2.6) ， 用 于 衡量 模 态 算 子 在 o 中 藤 套 的 最 大 深度 。 把 注意 限制 于 模 态 度 至 多 为 1 
的 公式 ， 即 模 态 算 子 不 重 释 出 现 的 公式 (如 [511 中 描述 ) M1 的 刻画 就 不 成 问 
题 了 。 这 个 结论 由 下 述 结 果 得 出 。 

引 理 9.7 如果 一 个 模 态 公式 的 模 态 度 至 多 为 1， 那么 它 属 于 M1。 

证 明 : 情形 1; dle) =0。 那 么 p 中 不 出 现 模 态 算 子 。 它 是 一 个 命题 公式 ， 
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而 且 有 两 种 可 能 性 。 要 么 gp 是 重 言 式 ， 在 这 种 情况 下 ，E (gpg，Rxx 一 Rxx); BA 
9 不 是 重 言 式 ， 此 时 ，E(@," (Rxx 一 Rxx))， 因 为 使 它 假 的 赋值 总 是 存在 。 

情形 2: de) =1。 用 简单 的 命题 有 效 等 值 式 及 模 态 有 效 等 值 式 进行 的 标准 
演算 将 表明 ， 任 何其 全 部 命题 字母 为 p,，…，p,， 模 态度 为 1 的 模 态 公式 都 等 值 
TÆ (PAMQ, Ac AMQ.) 一 《MR1V…V MR,) 的 公式 的 一 个 合 取 。 这 里 ， 
P, Qi, vs Qe, Ri, ov, R, 是 形 如 (一 )P Av A> pa LAP (>) Pi =P; X 
了 的 状态 描述 CBA P., Q 或 者 R 的 极端 情况 并 没有 排除 ) AGA Hi Lea eh 
式 的 一 阶 定义 : 这 些 定义 的 合 取 将 定义 原来 的 公式 。 假 定 O，…，0， Ri, oo, R, 
之 中 没有 重复 出 现 。 我 们 区 别 若 干 情形 : 

(1) EAR ERST Q: a 是 x=x。 


(2) WHR, Æ Q: 
(2.1) BRA 2" 个 状态 描述 都 在 R，…，R, 之 中 : a 是 jyRxy; 
(2.2) 某 个 状态 描述 不 在 Ri ，…，R, 之 中 : 
(2.2.1) PP 在 R,，…，R, 之 中 : 


(2.2.1.1) RA Qi: a 是 Rxx; 
(2.2.1.2) AQ): a 是 
a dy, (Ray, A+ A dy, (Rey, A II Yi 天 入 A Il « Æ y; Aa Rex)--); 
k Ti 


1<izj< 


(2.2.2) PRE R, |, R, 之 中 ; 
(2.2.2.1) PÆ Q, |, Q P: a 是 
a Jy (Ray, Av A Ay, CRay, A IL Fy;)))5 
(2.2.2.2) PXE Q, =, Q, Zh, 
(2.2.2.2.1) RAO: a 是 xzx; 
(2.2.2.2.2) AQ: a 是 
a Ay, (Rey, Avo A jy,(Rxy, A Mo 天 和 人 Il Æ y) e)a 


这 就 列举 了 全 部 所 有 可 能 的 情形 : 同时 ， 这 也 是 利用 模 态 度 为 1 的 模 态 公式 定义 
的 一 阶 关系 性 质 的 列举 。 相 关 等 值 公式 成 立 的 证 明 过 于 元 长 ， 这 里 不 作 陈 述 ， 读 
者 只 需 通 过 一 个 实例 就 能 理解 。 a 

在 [13] 中 还 证 明了 这 样 的 结论 : 模 态 度 至 多 为 1 的 模 态 公 式 相 对 于 以 上 列 
举 的 性 质 是 完全 的 〈 参 见 定义 6.7)。 

引 理 9.7 也 可 以 利用 定理 8. 7 中 得 到 的 对 MI 的 刻画 来 证 明 。 其 想法 就 是 利 
用 下 面 的 事实 : 如 果 所 考虑 的 公式 能 在 超 积 中 为 假 , 那么 这 就 是 由 于 
( 《wi)ic1)v“ 有 足够 多 ” 互 不 相同 的 R- 后 继 存 在 。 而 且 这 一 事实 也 可 由 沃 斯 定 
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理 而 转移 到 下 自身 。 

为 了 证 明 一 些 适 用 范围 更 广 的 结果 ， 现 在 必须 引进 一 种 新 方法 ， 叫 做 代入 方法 ， 
其 想法 大 致 如 下 。 对 于 某 些 模 态 公式 p =p(p,，…,p,)， 存 在 有 -公式 04，…, o, 
使 得 每 当 《F, VE elw], WAA FHE = [o//P,,---,0,/P, 1ST p)[w] (用 公式 
T; 代入 按 某 种 适当 方法 定义 的 一 元 谓词 常 项 Pi ) o 

换 名 话说 ，P -公式 p” = [oi/Pl，…， o,/P,] STE) AR 2。 另 一 方面 ， 
e 总 是 蕴涵 它 的 -代入 实例 pg" 。 所 以 ，p 将 等 值 于 op” 。 此 外 ， 这 一 类 的 等 值 命 
题 ， 都 可 以 用 下 面具 体 说 明 的 特定 形式 的 模 态 公式 e 能 行 地 构造 出 来 。 

在 构造 时 ,会 有 两 个 麻烦 。 首 先 ， 也 许 会 有 一 些 可 能 的 代入 而 不 是 单独 一 
个 代入 ) Wol, e, ol, oo, ot, oe, of, 所 组 成 的 集合 ， 并 且 wp 变 成 等 值 于 它 
的 -代入 实例 的 合 取 。 其 次 ， 来自 域 下 的 可 能 的 “参数 ”也 许 会 起 作用 。 它 们 
是 通过 在 STe) 前 面 加 上 一 些 全 称 量词 而 引入 的 。 它 们 的 处 理 将 通过 下 面 叙述 
的 翻译 过 程 来 弄 明 白 。 

在 继续 探索 实际 结果 以 前 ， 引 进 一 些 有 用 的 记号 : 

Mig HM (i 次 ) Me 的 缩写 

Lo: BE. 

(包括 i=0 的 情形 : 例如 ，M rp =p) 

Roxy 表示 x =y 

R"*' xy 表示 Az, 41 CR xz 11 ARz,41¥) o 
[这 里 ， 把 R'xy 看 做 Rey MAREE Jz, (xz =z1 信 Re,y) 更 为 便利 ] 

定理 9.8 ”如 果 模 态 公式 少 是 正 的 ， 并 且 模 态 公式 o ERN Lp (p 是 命题 字 
母 , ie IN). TLV AMMIRA, ABA wp 一 eM, 

证 明 : 首先 ， 把 要 证 明 的 断言 归结 到 不 涉及 “V ”的 情形 。 利 用 明显 的 命 
题 等 值 式 和 模 态 等 值 式 ， 将 p ASR Lp, T. L, AM 构造 起 来 的 
公式 的 析 了 到。 然后 把 eo) 重 写 为 草 涵 式 的 合 取 ， 这 些 列 涵 式 各 有 一 个 析 取 支 为 
前 件 公 式 。 

引 理 9. 6 有 助 于 移 除 在 >y 中 出 现 而 不 在 g 和 乡 二 者 中 都 出 现 的 命题 字母 
(在 某 种 意义 上 ， 这 些 命题 字母 对 于 这 个 公式 并 无 任何 重要 的 影响 ) ， 令 p 是 这 样 一 
个 命题 字母 。 如 果 它 在 中 出 现 ， 那 么 o- 冰 单调 于 P， 而 且 可 以 用 上 代 和 人 它 。 如 
果 它 在 o 中 出 现 ， 那 么 可 以 用 T 代 入 它 。 因 为 ， 据 推论 9.2， 可 以 考虑 [> p/p] 
(go) TIRE pow 自身 【而 且 用 上 代入 [> pp] o) 中 的 p， ARTH T 
代入 ob 中 的 pj。 

考虑 某 个 经 由 这 些 操作 得 到 的 公式 poy, Bi ST poy) 使 得 任意 两 个 量 
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词 都 没有 相同 的 约束 变 项 。 在 这 种 方式 下 , LM poy 中 的 各 次 出 现 都 有 
ST (gg- 光 ) 中 唯一 的 约束 变 项 与 之 对 应 。 从 ST( gp 一) ， 为 各 个 命题 字母 p 提取 
-公式 CVP, o), ERE ST oh) 的 一 种 稍 加 修整 的 形式 中 作 代 入 ， 由 此 将 
产生 所 要 求 的 L- EMAR. 

考虑 ST (ps) 中 作为 前 件 出 现 的 公式 5ST(p)。 将 所 有 与 履 在 g 中 的 出 现 
对 应 的 特 称 量词 移 到 公式 前 面 。 可 以 利用 将 公式 变 成 前 束 范式 的 运算 做 到 这 一 
点 ， 因 为 上 只 有 人 的 出 现 才 是 “交叉 的 ”"。 这 样 就 产生 Jy, Inpo Wie, ME 
可 以 将 ST(g 一 yy) 写成 Vy Yy le STP) ) 。 

固定 一 个 不 在 ST( gy) PERKET us Sp p 在 g 中 的 一 次 出 现 ， 
v (p) 是 ST(p) 中 的 约束 变 项 y,， 对 应 于 wp 中 其 辖 域 中 含有 p 的 、 最 内 部 出 现 的 
M; 或 者 ， 如 果 不 存在 好 这 样 的 出 现 ， 则 olp) =x。 对 于 使 得 p 在 形 如 Lp 的 子 公 
式 中 出 现 的 最 大 数 j, 令 CY(p，9p) = Rv (p) us 定义 CY(P，9p) 为 所 有 公式 
CV(p, gp) 所 形成 的 相 容 析 取 ， 这 里 p 是 p 在 9 中 的 一 次 出 现 。 最 后 ， 为 了 确保 公 
式 CY(p，p) AV Vy. lp SST (b)) 没有 共同 的 约束 变 项 ， 如 有 必要 ， 就 
进行 字母 变换 。 

prs 的 -等 价 公 式 s(g 一 小 ) 是 由 代 人 得 到 的 :对 于 各 个 命题 字母 p 和 相 
应 的 一 元 谓词 常 项 P， 以 及 每 个 个 体 变 项 z， 用 [z/u]CV(p,g) 代 人 Vy Yy 
(g' 一 ST(W)〉 中 的 Pz。 

紧 随 于 此 证 明之 后 ， 有 几 个 实例 来 说 明 上 述 过 程 。 余 下 要 证 明 的 是 ， 对 于 所 
有 的 框架 和 所 有 的 weW,， FEgoylw), HALK, FEs(g—-)[w]. 

AF MAMA, MER FE oop [w], WAERT poy 中 的 命题 
“FEE DP, ts Pao 
FE VP, VP, STC >y) [w], AMA 

FHYP YP, Yy Vyp 一 ST(y)) Lw], RË 

FH Yy Yy VP YP, (e'ST()) [w]。 
s(g—ow) 是 后 一 个 公式 的 代入 实例 ， 因 此 下 瞩 s; (gp 一 w)[w] (参照 定理 9.10 下 
面 所 作 的 说 明 ) 。 

至 于 相反 的 方向 ， 假 定 对 某 个 赋值 V,《F,V)》 上 pg[w]。 要 证 明 的 是 《F,， V) 
ylw], BARRA (F, V Ay aygo lw]lo HUAI w, =, we 
W, (F, V) HEo'lw, w, =, wm], KPMEP Sik), w, 指派 给 y,。 现 
在 定义 赋值 VY: 对 于 每 个 命题 字母 p,V(p) =iveW|FHECV(p,p)[w, w, =, 
wi,v]|。 这 里 ,v 指派 给 uo 

然后 可 以 证 明 ， 对 于 所 有 的 命题 字母 p,V'(p) EV), WHE, V) Fe'Lu, 
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Wi Wy 。 

这 一 点 的 详细 证 明 并 不 产生 任何 新 见识 ， 因 为 这 两 个 断言 都 是 公式 CV(p ,9) 
的 定义 的 明显 结论 。 

用 公式 CY(p,p) 代 人 p PEIRE P: 这 将 给 出 公式 go". AF (F, V) H 
g'[w, w, wi]， 因 此 ,Fg'[w， w, =, w]o Rah FEs(ew) 
[w] WRB FEY’ lw, w, --, wl, KE yp ERARA STU) 得 到 的 。 
这 等 于 说 (F, V) EST) [w]， 因 而 ， 利 用 对 于 所 有 的 命题 字母 有 V (p) CS 
V(p) 和 风 单 调 于 它 所 有 的 命题 字母 这 两 个 事实 ， 就 可 看 到 (F, V) EST Op) [w], 
BD (F, V) lw]. E 

下 述 7 个 例子 都 是 众所周知 的 模 态 公理 。 各 例 中 所 涉及 的 模 态 逻辑 都 在 括号 
中 注 明 。 

(1) Ipp(T) 

ST; Vy(Rxy—Py) 一 Px 

CV(p, Lp): Rxu 

s: Wy(RxyRxy) 一 Rxx, 或 者 简化 成 Rxx。 

(2) Ip—Lp(S4) 

ST: Vy(Rxy—Py) — V z( Rxz— Y v( Ra—Pr) ) 

CV(p, Lp): Rxu 

s EAMT EERE H AJE RA V z(Rxz— Y v( Rev Rev) ) o 

(3) p—>LMp(B) 

ST: Px— V y( Rxy— 3z( Ryz A Pz) ) 

CV(p, p): x=u 

s: x =x—Vy( Ruy 3z(Ryz Ax =z))， 或 者 简化 成 Vy(CRxy 一 Royx ) 。 

(4) MLp—+Lp(S5) 

ST: Ay( Rey A Vz (Ryz>Pz)) — V 0( Rev—-Pv) 

CV (p, MIp): Ryu 

s: Wy( Rey A Vz(Ryz 一 Ryz)) 一 Vv(Rxew 一 Ryv))， 或 者 简化 成 Vy( Rey 一 
Yv (Rrv—Ryv) ) 。 

(5) MIp—>LMp (S4.2) 

类 似 地 处 理 ， 简化 后 得 到 Vy(Rxy 一 Vz(Rxz— 3v( Rev A Ryv))。 

(6) (MIp \p) —>Lp(S4.3) 

ST: ( Ay(Rxy A Y z(Ryz—Pz) ) APx)— V v(Rw—>Pv) 

CV(p, MIpAp): RyuVx=u 

s: Wy( (Rey A V2( Ryz—( Ryz Vx =2z)) A (Ryx Vx =x)— Vv( Rev (Ryo V x 
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=2) ) ) ,或 者 简化 成 Vy(Rxy— Vv(Rxv— (RyvVx=v)))。 

(7) L(Lp—q) VL(Lq—p) (S54.3) 

这 公式 必须 先 改 写成 M(Lp 人 一 g) 一 L(M-" gVp) ， 然 后 利用 推论 12.2 改写 
成 MM(lpAq) -L(MqVp). 

ST: jy(RxyA Vz(Ryz—Pz) AQy)— Vs(Rxs—( At( Rst A Qt) VP;s)) 

CV(p,M( Ip ^q) ) :Ryu 

CV(q,M(Ip^q)):y =u 

s: Vy( (Ray A Vz(Ryz—Ryz) Ay =y)— V s( Rxs— Jt(Rst Ay =t) V Rys))), 
WRA MME Y y(Rxy— V s( Rxs—( Rsy V Rys) )) o 

XIF L( (Lp Ap)>q) VZL(C 一 pp) ， 类 似 的 过 程 可 以 得 到 

Vy(CRxy 一 Vs(Rxs 一 (RsyVRysVs=y)))。 

对 于 下 一 个 定理 ， 我 们 的 还 需要 一 个 定义 。 

定义 9.9 一 命题 字母 p 在 一 个 模 态 公式 中 的 正 出 现 和 负 出 现 由 下 述 条 款 归 
WEN: 

(i) p Æp 中 正 出 现 ; 

(ii) P 不 在 了 或 上 中 出 现 ; 

Gi) pÆ e 中 的 正 ( 负 ) BRE p E o 中 的 负 〈 正 ) 出 现 ; 

(iv) p Æe PRE (A) 出 现 是 p Egoy PHA CE) 出 现 , 但 是 也 是 p 
在 yp PIE (fi) 出 现 ; 

(v) 了 在 vo 中 的 正 ( 负 ) EWE p 在 Ly HIE (m) 出 现 。 

由 此 定义 可 得 出 下 述 导 出 规则 : 

(vi) p 在 og 中 的 正 ( 负 ) BRE pE gpp, yhp, oV yV e 中 的 正 
( 负 ) 出 现 。 

下 面 的 定理 比 定理 9.8 更 为 一 般 。 它 以 一 种 不 同 的 表述 出 现 于 Sahlqvist 
[66] 中 。 

定理 9. 10 ”如 果 模 态 公式 o 是 利用 命题 字母 及 其 否定 ，T ， 上 ， 人 A ，V ,上 和 
M 构造 起 来 的 ， 并 且 gp 满足 以 下 条 件 : 对 p 中 出 现 的 所 有 命题 字母 p，GDp 的 任何 
正 出 现 都 不 在 p HERA M RPE y A 或 友 的 子 公式 中 ; REO 的 任何 负 
出 现 都 不 在 o 的 在 某 个 M 辖 域 中 形 如 yAx KR Lp 的 子 公式 中 , 那么 psMl。 

WEAR: 如 果 某 个 命题 字母 pz 在 p 中 只 有 正 出 现 ， 那 么 9 单调 于 p， 根 据 引 理 
9.6， 我 们 可 以 考虑 改 为 [ 1/p] gp。 如 果 一 个 命题 字母 p Eep 中 只 有 负 出 现 ， 那 
ACE [7 p/ple 中 只 有 正 出 现 。 根 据 推论 9.2， 这 是 可 以 考虑 的 公式 而 不 考虑 
o。 然 后 我 们 用 上 代入 p， 再 一 次 利用 推论 9.2， 消 去 双重 和 否定， 我 们 就 能 使 余下 
的 每 一 个 命题 字母 都 满足 定理 中 要 求 的 第 二 个 条 件 。 
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AAZ MoL y IeM xy、 德 摩根 律 和 双重 否定 律 ， 可 把 刚才 得 
到 的 公式 的 否定 改写 成 一 个 仅 用 命题 字母 (REEE), T, 1L, A, V, LA 
M 构造 起 来 的 公式 小。 于 是 一 个 命题 字母 在 中 的 正 出 现 都 不 会 在 HEA L g 
域 中 任何 形 如 x Vx. 或 My 的 子 公式 之 中 。 

y BEHET AR by 都 等 值 于 由 形 如 Lp 的 公式 和 n- 公 式 ( 即 没有 命题 字母 正 
出 现 的 公式 ) 组 成 一 个 合 取 。 这 个 结论 的 证 明 是 施 归 纳 于 x 进行 的 。 YEP, OP, 
T, LAly =v, Ax, 的 情形 都 是 不 足 道 的 。 如 果 Y =y Vx 或 者 Xx =Ma, MEA 
命题 字母 在 x 中 会 有 正 出 现 。 因 为 ，K 与 消 满足 同样 的 条 件 。 最 后 ， 如 果 * = 
Ly, ， 则 使 用 归纳 假设 和 定律 L(x Ax;) ln 人 YM;。 使 用 这 里 描述 的 等 价 公式 代 
RAFAT LEA 及 的 出 现 ， 就 把 水 转 化 成 少 。 

另 一 个 归纳 证 明 将 确立 这 样 的 结论 : y' 的 各 个 子 公式 x 等 值 于 利用 形 如 Lp、 
n-A, ARM 构造 起 来 的 公式 所 组 成 的 一 个 析 取 。X =p, 0p, T, LMyx =x Vx 
的 情形 是 不 足 道 的 。 如 果 x =M, WAHEHE MO: Vx.) OM VMs 而 如 果 X = 加 
Ax;， 则 使 用 命题 分 配 律 。 最 后 ， 如 果 X = 有 K, ， 那 么 根据 上 述 讨论 ， 它 或 是 一 个 王公 
式 或 者 形 如 Lip 的 公式 。 应 用 这 个 结果 到 y 自 身 ， 就 得 到 一 个 析 取 式 六 = VV 
y. EP, p 是 如 所 表明 的 那样 构造 起 来 的 ，w" 是 由 改写 -9 而 得 到 的 .因此 ，yw 
等 值 于 一 No 人 一 hb, ARETE 9.2, ARS BAAR Pio 

STs) 可 以 改写 成 形 如 3y,… Iny 的 公式 ， 如 同 定理 9.9 的 证 明 那 样 ， 
不 过 现在 仅 就 W 的 那些 有 命题 字母 的 正 出 现在 其 范围 中 的 出 现 而 言 。 对 于 各 个 
命题 字母 p»，CV(p, y) 可 以 像 前 面 那样 定义 ; ABRAM Yy Vo p 
中 。 这 样 就 产生 所 要 求 的 等 价 公式 s(” 办) ， 这 可 以 通过 与 前 面 的 证 明 几 乎 相同 的 
方式 来 证 明 。 

FHE ylw] HARFE s( 一 沙 ,)[w] 也 是 明显 的 。 对 于 逆 命 题 , BE FH 
一 沙 [w]。 那 么 对 F 上 的 某 个 赋值 VY 有 (F, V) ylw], AWIR w, 0, 
w, 有 《F, Vy 瞩 y'[w，w;，…，w;]。 如 前 利用 公式 CVO, p) 定义 六 就 产生 
结论 (F, VY HE lw, w, =, w), MEHRA MEFY pH Vp) CV(p) 
(在 证 明 n-ASKM VES VW AINE BIS Te). Hieni, F 
Ew," w, Wis t3 wi], 这 里 "是 小 :用 CV(p, p) 代入 PRA, 但 是 
(7%) =Vneo-Vno ws”, AMA E Es y) [w]. a 

M(p NLM p)—>( MLp V LL 是 一 个 可 以 用 定理 9. 10 而 不 可 以 用 定理 9.8 
来 处 理 的 公式 。 从 前 面 的 论证 显然 可 得 ， 任 何 模 态 公式 等 值 于 一 个 用 命题 字母 及 
其 否定 ，T，4 ， 八 ，V ,上 和 MM 构造 起 来 的 公式 。 在 目前 情形 下 应 用 有 关 的 定 
律 将 得 到 
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L(> pV MIp) V MIpV LL~ p, 
它 满足 定理 中 的 第 二 个 条 件 。 改 写 它 的 否定 就 得 到 MH(PAZLWUMm p) ALM p \MMp, 
这 已 经 是 上 述 证 明 意 义 上 的 一 个 水 ,( 其 中 出 现 的 唯一 的 vw 公 式 是 LM" p)。 
ST(b;) = 3y(Rxy A Py A Vz(Ryz— 3v( Rev An Pv))) 
A Vw( Rxw— 4s(Rws N` Ps)) 
A At( Ret A 3r(Rir APr))o 
CV(p,W;) =(y=uVr=u). 
s (Cp) 在 简化 后 成 为 
Y y( Rxy— Vi( Rxt— V r( Rtr—( Vz( Ryz— 
Jol Rw Av4y Av¥r))—> 
Jd w( Rew AV s(Rws>(s =yVs=r)))))))o 
前 述 证 明 中 的 想法 就 是 考虑 一 个 模 态 公式 pg = YP VP WPL, …, Pas 
R), RSC, BR, e, y 前 移 ， 得 到 VY Pj…VY P, Vy.… Vw’, BARA 
由 变 项 都 在 x，y ，…，Yy; 之 间 的 mo- 公式 gl ，…，o, 来 代入 P,，…，P,。 这 样 
就 得 到 一 个 等 价 于 9 BAR sle). REMA geI) 的 方向 显然 成 立 ， BY 
我 们 操心 ， 因 为 后 者 是 前 者 的 代 人 实例 〈 一 个 全 称 实例 已 经 产生 ) ， 但 相反 的 方 
向 还 需 证 明 。 假 定 CF, V Ro olw], BARA (F, VW ) 帮 了 wpLw]。 这 
里 ,，V' 是 由 各 个 o 定义 的 一 个 赋值 。 把 各 个 o, 从 这 个 赋值 “ 推 人 ”” 9 BAR 
产生 s(ep) 的 一 个 反例 。 
从 这 一 观点 来 看 ， 后 述 的 这 些 模 态 公式 p 是 有 意思 的 : 对 于 它们 来 说 ，《F， 
V) H= olw] 蕴涵 (F, V) 三 elw] 或 … 或 CF, Vn) Æ plu], REV, 0, Va 
是 指派 四 的 万 -可 定义 子 集 的 赋值 。M1 中 大 多 数 我 们 熟悉 的 公式 都 处 于 这 一 范 
上 畴 ， 甚 至 那些 不 为 定理 9. 10 所 包括 的 公式 ， 比 如 定理 10. 8 的 第 三 和 第 四 两 个 条 
款 所 提 到 的 那些 公式 ， 亦 是 如 此 。 这 个 问题 的 深入 研究 使 得 定理 9. 10 得 到 某 种 
轻微 的 推广 《放宽 了 在 命题 字母 出 现 上 的 限制 )。 例 如 ， 可 以 证 明 (L(p 一 9) A 
Mq)—q 属于 M1。 不 过 ， 相 关 的 结果 不 在 这 里 陈述 ， 因 为 获得 的 一 般 性 结果 足以 
抵消 因 技术 复杂 而 付出 的 巨大 代价 。 
下 面 给 出 的 两 个 定义 描述 的 是 由 所 有 按照 代入 方法 能 够 处 理 的 模 态 公式 所 组 
成 的 类 。 
定义 9.11 Sa EJE Ya Yap 的 -公式 ,， 这 里 B=B(Pi, …, Pa 
iy hy yy x), HAA On, e, o, 是 与 8 无 共同 约束 变 项 的 Lo- 公 式 ， 使 得 对 
一 个 固定 的 不 在 a 中 出 现 的 变 项 s， 对 于 所 有 的 i{1 Sin) ,ai =O; (41 Ek, 
s)。 则 [oy/Pi,…,0,/Ps]a 一 一 即使 用 [u/slo, 代替 形 如 Piu 的 子 公式 一 一 是 
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a 的 一 个 代入 实例 ， 只 要 没有 x, 被 不 同 于 a 中 第 一 次 Vx 出 现 的 Vx 的 一 次 出 现 
约束 〈 像 上 面 那样 的 技术 在 对 公式 进行 代 人 时 是 不 可 避免 的 。 不 过 ， 它 的 想法 却 
是 相当 简单 的 ) 。 

定义 9.12 M” 是 这 样 的 模 态 公式 p( = YP,…YP.ST(p) ) 所 组 成 的 集合 : 
这 些 模 态 公式 被 逻辑 等 值 于 3S7(p) 的 亡 - 公 式 的 代 人 实例 所 组 成 的 集合 所 逻辑 区 

定理 9. 13 

M” GM1, 

My” 是 递归 可 枚 举 的 。 

这 个 定理 是 最 初 的 学 位 论文 [5] 中 证 明 的 。 这 里 ， 通 过 引进 下 述 的 模型 论 
概念 ， 我 们 获得 对 于 这 个 问题 更 精致 的 见解 。 

定义 9.14 M 是 由 所 有 对 于 从 一 般 框 架 (F, W) 到 基础 框架 下 过 渡 保 持 
真 值 不 变 的 模 态 公式 e 所 组 成 的 集合 ， 这 里 W 含有 多 所 有 通过 一 个 -公式 和 
胸中 有 穷 多 个 参数 可 定义 的 子 集 。 形 式 地 讲 ， 如 果 〈E， 双 》〉 是 一 个 一 般 框架 ， 
使 得 对 于 任意 L-AN a=alx, x, 7, 4) 和 所 有 的 wi，…， wew, [wew 
[FEalw, w, =, w]} eW, BA, 车 we 下 使 得 CF, W) Fol], WF 
Few]. 

定理 9. 1S 

MY’ CMY, 

MY 是 递归 可 枚 举 的 (并 且 这 事实 在 ZF 中 可 证 ) ， 

Mit CM1, 

证 明 : 要 证 明 第 一 个 断言 ， 令 模 态 公式 p( = YPi… VP,ST(8)) 在 MY 
中 。 假定 (F,W) 请 VP…VP.ST(p)[w]， 这 里 ， (F, W) 是 满足 定义 9. 14 
中 条 件 的 一 般 框 架 。 要 证 明 的 是 上 YP,…VYVP,ST (gp) [wl]. Ait, 我们 将 
证 明 ， 对 任何 逻辑 等 值 于 STe) 的 a 的 任何 代入 实例 B, FE Blw], Ama 


F 上 plw]， 因 为 peM*。 令 a= Vxi…VYxia ， 并 令 gl，…，o。 如 定义 9.11 
(因此 ， 对 所 有 i(1 <ign),o,=0o,(%1, ,XX,s))o 令 B= [oi/Pi,…,o,/ 
PJa= Yx Vxi[oi/Pi,…,0,/P,]ja’'。 考 虑 任意 wl，…，w; EW: 现在 将 要 


HEAR AE FEL oo /P, yo ,/P, ae Ew, ,Ws W]e HES <isn),A, = af 
{ve W|E |H{o;l w, zx]， 其 中 "指派 给 *| eW, 并且 还 有 CF,W) E 
V Pp VP Wx, Vaa lw], RWAF, W) EV a Va, VP o YP alw], 
(F,W) EVP, YP alw ao ,以 及 最 终 有 (了 ,4 ,… ,A,》 Hal w, 0]。 
(EER XMS F HE oP oP, ]o'[w, ww]: 这 正 是 所 要 证 明 的 
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(同时 ， 罗 登 伯 格 已 指出 ， 还 可 由 一 个 简单 的 论证 得 到 MY EM 。 因 此 ， 我 们 对 
代入 方法 所 作 的 两 个 分 析 恰 好 重合 ) 。 

要 了 解 MY 是 递归 可 枚 举 的， 注意 pe MY， 当 上 且 仅 当 ， 对 于 所 有 的 一 般 框 架 
(F, W) 使 得 W 恰好 由 下 所 有 通过 有 -公式 和 WW 中 有 穷 多 个 参数 可 定义 的 子 集 
mM, MTA weW, (F, W) 三 pg[w] 蕴涵 上 帮 g[w]。 那 么 这 又 等 值 于 

DS( o) Æ YP VP,ST( o); 

这 里 DS(g) =la | a EE V x WV x,[0,/P, nP IST OH Ly- AK, o; 
是 可 以 用 来 代入 5T(g) PP; ELAR]. AX DSe) 完全 由 万- 公式 组 成 ， 上 
RAS OT DSe) EST ¢), Alt (GE L 的 紧 致 性 ) ES Fa’ 
ST(¢), XH a’ DSe) 中 元 素 的 某 个 有 穷 合 取 。 显 然 ， 最 后 这 个 等 价 公式 是 
递归 可 枚 举 的 ， 因 为 就 万 而 言 , 户 是 一 个 递归 可 公理 化 的 概念 

前 述 证 明 可 以 在 ZF 中 形式 化 ， 无 论 用 到 紧 致 性 定理 与 否 都 是 如 此 。 因为 ， 
后 一 个 结果 仅 为 可 数 语言 L 所 需要 ， 而 且 这 样 一 种 语言 的 紧 致 性 也 可 在 ZF 中 建 
立 [要 点 就 在 于 ， Tine GE REE Ane 
造 性 原则 ， 只 要 事先 给 定 该 语言 (的 公式 ) 的 一 个 良 序 ] 。 

第 三 个 断言 的 一 分 也 就 是 MY CM, BASEN. AON, TR, VP. 
VP,ST( 9) MT Ht ae DS(¢). FRU, Me pg e MA， 那么 对 于 上 面 提 到 的 
ANa, FEV Ps VP,ST(o) oa’, 从 而 ge M1, 

Mi" 闫 M1 的 证 明 牵涉 ZF 中 特定 公式 的 可 证 性 论证 ， 由 于 这 个 证 明确 实 有 意 
思 ， 这 里 给 出 了 证 明 。 然 而 ， 还 有 一 种 更 简单 的 模型 论证 明 ， 参 见 下 面 确立 定理 
9. 16 的 论证 。 

可 以 尝试 用 第 7 章 说 明 M 在 ZF 中 不 是 可 证 算术 的 这 个 结果 以 及 上 述 断 言 
来 表明 MY 和 M1 不 可 能 相等 。 但 是 ， 这 样 的 论证 仅仅 表明 MY 和 MI 在 ZF 中 不 
是 可 证 地 相等 的 。 为 了 建立 更 强 的 断言 以 断定 这 些 类 确实 互 不 相同 ， 考 虑 第 7 章 
中 的 模 态 公式 pg = (Lp 一 Hp) AL(Lp—>Llp) \ (LMp-+MLp). R174 : 

(1) ZF +AC |- “peMl”, 

(2) ZF K “pg eMI”, 

现在 我 们 假定 这 个 公式 在 Mi 中。 那么 对 某 个 如 上 所 述 的 ，p Fa’, 
并 且 a 三 g。 这 两 个 断言 中 第 一 个 显然 在 ZF 中 可 证 (Fo WX), 而且 
第 二 个 也 是 如 此 ， 因 为 w' Heol = YP1ST(g))， 当 且 仅 当 , a' EST( e), MH 
最 后 这 个 等 价 命题 在 ZF 中 可 证 (AWE L 中 是 逻辑 可 证 的 )。 这 样 我 们 就 
导出 

(3) ZF F “pe MY”, 
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这 与 (2) 矛盾 ， 因 为 MY CM 这 一 事实 的 证 明显 然 可 以 在 ZF 中 给 出 。 因 此 ， 
opDEHMi -Me , | 

下 面 还 将 再 次 探讨 我 们 所 感 兴趣 的 全 局 概念 。M*Y 按 明显 的 方式 定义 出 来 : 
除了 省 略 参 数 w 外 ， 正 好 就 像 定义 9.14。 不 过 ， 在 表述 相应 于 定理 9. 15 的 结果 
以 前 ， 还 需要 一 条 模型 论 引 理 。 

引 理 9.16 框架 CIN, <) Ph IN 中 参数 -可 定义 的 自然 数 的 集合 只 是 
有 穷 集 和 余 有 穷 集 。 

证 明 ; TERR, IN 的 所 有 元 素 都 在 《IN，<〉 中 -可 定义 。 因 此 ,1N 的 所 
有 有 穷 子 集 和 余 有 穷 子 集 也 都 是 -可 定义 的 。 于 是 ， 假 定 IN 的 某 个 无 穷 子 集 ， 
其 补 集 也 是 IN 的 无 穷 子 集 ， 二 者 都 是 在 《IN，< 〉 中 -可 定义 的 ; 不 妨 设 为 由 
azal, x, 0e, %) 和 参数 ni ，…，ni 来 定义 的 。 由 于 后 面 这 些 数 都 可 以 在 
中 定义 ， 因 此 ， 我 们 也 可 以 考虑 一 个 无 参数 公式 ao WA, Vx 3y( Rxy A 
a(y)) 和 Vx3y(Rxy 人 一 a(y)) 二 者 都 会 在 这 个 结构 中 为 真 。 但 是 ， 可 以 用 
《1N，<》 是 五 -初等 等 价 于 框架 CUIN, <) © (ZZ, <) (MAMETA 
后 ， 依 次 抄写 下 全 部 整数 ) 这 一 事实 ， 来 反 驱 这 一 点 。 因 为 ， 在 后 一 个 结构 了 
中 ， 下 面 这 样 的 等 价 命题 成 立 : 对 所 有 公式 B=B(x) 和 整数 “尾巴 ”中 的 任意 
两 个 元 素 r、s, FE B(x) [r] ， 当 且 仅 当 , FE B(x) [s] (要 和 弄 清 这 一 点 ， 可 以 
考虑 下 上 使 自然 数 不 变 而 把 所 有 整数 1 映射 到 ++ (s -r) 之 上 的 Lo- 自 同 构 g)。 
但 是 ， 由 于 有 这 个 等 价 命题 ，Vx3y(ReyAa(y)) AV x dy( Rey A> a(y)) 就 
不 能 二 者 都 在 F 中 为 真 : 矛盾 。 a 

定理 9.17 

MY CMe, 

MY! 是 递 轨 可 枚 举 的 《因而 在 ZF 中 可 证 ) , 

MYc 和 。 

证 明 : 所 有 这 些 断 言 都 是 显然 的 ， 或 者 完全 可 以 像 定理 9. 15 证 明 中 相应 
断言 那样 得 到 证 明 。 不 过 这 里 将 叙述 一 个 证 明 M#* 关 六 1 的 新 论证 。 正 如 第 7 章 
所 示 ， 公 式 ( Lp>1pp) 人 (LMp MIp) e M1。 这 个 公式 也 在 一 般 框架 CIN, <, 
W) 中 成 立 ， 这 里 W 由 所 有 有 穷 的 自然 数 集 和 余 有 穷 的 自然 数 集 组 成 。 于 是 ， 
假定 它 属 于 Me ， 那 么 ， 据 引 理 9. 16 (此 引 理 告诉 我 们 ， 这 个 一 般 框 架 正 是 定 
义 9.14 中 所 描述 的 那 种 一 般 框架 ) ， 它 也 会 在 《IN，< 〉 中 成 立 。 但 是 , € 
并 不 成 立 : 例如 ， 令 “V(p) 为 由 所 有 奇数 组 成 的 集合 ”就 定义 了 一 个 使 它 为 
假 的 赋值 。 = 

由 上 可 见 ， 定 理 9. 15 和 定理 9. 17 干净 利落 地 界定 了 代入 方法 的 适用 范围 。 
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迄今 为 止 ， 只 有 少数 几 个 模 态 公式 被 证 明 在 M 或 M1 之 外 。 在 第 3 章 中 ， 
L(LIp>p)>lp 被 证 明定 义 了 其 关系 的 道 是 良 基 的 这 样 的 传递 框架 。 一 个 涉及 紧 
致 性 定理 的 例 行 论证 ， 将 证 明 这 些 框架 所 形成 的 类 不 是 -可 定义 的 。 在 第 7 章 
中 ， 用 骆 文 汉 姆 - 斯 科 伦 定理 证 明了 LMLLp—+MMLMp 和 (Lp 一 Lip) A ( LMp—> 
Mip) 都 不 属于 M1。 除 了 这 两 个 定理 外 ， 还 有 第 8 章 的 结果 可 用 ， 即 如 果 一 个 模 
态 公式 不 对 超 短 (参见 定理 8.6) 或 超 滤 扩充 (参见 定理 8.9) 保持 ， 则 它 不 在 
M1 中 。 事 实 上 ， 取 决 于 具体 的 情况 ， 有 些 特别 的 模型 论 论 证 也 许 是 有 用 的 ， 以 
下 述 例子 为 证 [参见 引 理 9.3 (iv) ] 。 

引 理 10.1 L(p—Lp)—+(Mp—lp) ¢ M1, 

证 明 : 考虑 框架 卫 = (W, R), RE WHIN, 并且 

R={(O,n),(n,0) ,nn+1) (aa+lny |n=1,2,3,.…|。 


图 10-1 


FL(p 一 1p) 一 (Mp 一 Lp)。 为 了 明白 这 一 点 ， 考 虚 下 上 的 任何 赋值 VY 和 任何 
n e IN 使 得 (F,V) FL(plp) 人 Mp[Ln1。 要 证 明 的 是 (4F,V》 瞩 1p[n]， 即 对 所 有 
m {44 Ram, (F,V) 瞩 p[m]。 fn AOR, (F,V) EH Mp[n] MMT kel, 
有 (FF,Y) p[k]. tsb, (F, V) EL (pip) [0] aia F,V) ipl k] Ait, 
(F,V) p[k +1], 并 且 ( 当 k=2 时 ) 有 (F,Y) Fp[E-1]。 重 复 这 一 论证 将 表 
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AA, MTA mel, (F, V) Fpl[m], BICF,V) ÆLp[0]. 

n 大 于 0 时 ，《F,V) Mp[n] Aah (i) (F, V) =p[0], RÆ (Gi) (F,V) 
FE p[n-1], 或 者 Gii) (F,V) Fp[n+1]. BW (F, V) EL(polp)[n], 所 以 ， 
(i) (F, V) Fip[0], 或 者 Gi) (F, V) Fip[n-1] (因此 ， 如 果 n -1=0， 
(F, V) Fp[0]; 否则， 这 已 经 在 第 一 个 位 置 为 真 ， 从 而 (F, V) 上 三 [0])， 
或 者 (Gii) (F, V) 三 p[n+1] (Alt CF, V) =p[0], 并 有 CF, V) Ep 
[0])。 因 此 ， 在 所 有 三 种 情形 下 ，《F,V》 瞩 1p[0] 和 《F,V》 瞩 p[0] 都 成 立 。 由 
wa (F, V) ip [n] 

RETE, (HER FNH—-tTHL-WMSP KF’. WE 的 -理论 的 反思 (从 下 到 
F' 是 保持 的 ) 表明 ，F' 是 由 下 的 一 个 同 构 复 本 加 上 其 元 素 与 0 双向 相连 的 若干 整 
数 复 本 (以 {ln,n+1),《n+1,n〉|ne22i 为 序 ) 组 成 的 。 








1 2 3 4 n-\ n ntl 
.<—> e a> re> e te MH 
| DEE a 7 
° A 
0 

图 10-2 


WES Vp) = wy 属于 F' 中 FF 复 本 的 世界 ,，L(p 一 1p) 一 (Mp 一 1p) 在 F' 中 的 0 处 为 
o Lp 在 0 处 变 为 假 ， 因 为 现在 有 更 多 的 世界 ,但 是 Mp M L(p—lp) 都 为 真 。 
由 此 可 知 ， 我 们 的 模 态 公式 不 对 -初等 扩充 保持 ， 所 以 它 不 能 在 M1 Po m 
为 了 使 读者 对 如 何 丧 失 一 阶 可 定义 性 有 些 印象 ， 考 虑 引 理 9.3 〈ii) 。 添 加 前 
OM 常 带 导致 新 公式 不 在 属于 WH1。 这 里 有 几 个 例子 [注意 ， 如 下 等 值 式 是 普遍 
有 效 的 : Mle -J) 嘻 (Lo 一 My) | 
(i) Mp—Lp e M1, 因为 E( Mp Ip, V y( Ray Y z( Razz =Y)))o 
M(Mp—Lp) # M1， 因 为 Mp 一 Mlp ¢M1 (参见 定理 10.2)。 男 一 方面 ， 
(ii) lp 一 Mp e M1, Ki E(Lp—Mp, 3y Rxy)。 但 是 也 有 
M(Lp—Mp) e M1， 因 为 Lip 一 MMp 是 定理 9. 8 所 描述 的 那 种 公式 : 
E(LLp—+MMp, dy(Rxy A dz Ryz)) » 
男 有 两 个 毫 无 问题 的 情形 是 
(Gii) p>Lpe M1， 因为 E(p 一 lp，VYY(Rxy 一 x =y) ， 而 且 还 有 M(p—lp) 
e Ml; AA ECLpoMIp, jy(Rxy A Vz( Rys— Rxz)))o 
(iv) Ip>pe Mi: (E(Ip>p, Rxx)), 而 且 还 有 MM(Ip 一 p) eM, AA 
E(LIp—Mp, 3 y(Rxy A 3z( Rxz A Rzy))))o 
但 是 合 取 引起 麻烦 : 
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(v) (polp) A (pp) , Bl polp e M1, AK E(pelp, Vy( Rxyx =y) ,但 是 
M((p—Lp) A(Lpp)) € M1, AW, ESET M( (p> (lp Ap)) A(Ip—>(Lp^ 
P))) FFASHAF M( (Lp Vp)—>( Ip Ap)), Alii L( Lp Vp)—M (Lp Ap), 
这 是 不 在 MI 中 的 ， 由 下 面 的 定理 10. 3 而 得 。 

较 系 统 地 说 ， 也 许可 以 在 下 面 的 意义 上 考虑 定理 9.8 是 否 为 最 佳 可 能 的 结 
R, 一旦 违背 它 的 句法 条 件 立 即 丧 失 一 阶 可 定义 性 。 该 定理 描述 pod 这 样 的 公 
A, 后 件 y 为 正 公 式 ， 而 前 件 gp 中 则 不 允许 有 形 如 

L(--M...) W L(V) 
这 样 的 组 合 。y 必须 是 正 公式 ， 这 个 条 件 由 例子 二 (再 一 p) 一 古来 说 明 的 ,这 个 公 
式 也 可 改写 成 WP p 一 M( 囊 Ap)， 或 者 据 推论 9 2， 改 写成 Mip 一 M(PAZ 一 pp)。 
另外 两 个 要 求 由 下 述 否 定性 结果 表明 。 

定理 10.2 LMp—>MLp ¢ M1, 

WEAR: 考虑 框架 F = (W,R) ,其 中 ,W= {xt U {Yn Yu | neIN,ie {0,1} | Utz, 
|f:IN—10,1}} FFE R= 12,90) Yn Yni? Yni Yu) [DEIN,i| {0,1} } Ul Cx, 
zy) s 《27 Yin) 》 |neIN,f:IN-{0,1} bo 


= ae 
. 
Z y 


. 
Yao 


| Q 


. 
x 


图 10-3 


F ELMp—MLp, SMART F «Nw, AAA FE ELMp—-MIp[w)\, FHLMp— 
MIp( x] 成 立 的 证 明 如 下 。 设 (F, V) 请 Phpfx]， 那 么 对 每 个 me IN, (F,V) 
E-MpLy,]o AME, V) plo | RE, V) ply]. HERR SIN 10,1} 使 得 对 各 
4 neIN,(F,V) Fp[ Yain) Jo 那么 ,显然 ,( 了 ,及 E-Ip[z,], Alt , F HÆ@MLp[ x]. 
现在 , OF EF 的 任意 可 数 的 0- 初等 子 框 架 ，( 对 于 所 有 的 ne IN) 它 的 论 
REBET r, AR Yn, Yws Yno 一 定 有 某 个 f: IN 一 |0, 1| 使 得 zeW-W， 
因为 WW 不 可 数 。 令 Vp) = iyya |neIN| ， 就 产生 一 个 赋值 使 得 (i) (F',V) 三 
LMp( x], {Ade (ii) (F’,V) A MILp[ x] 3X2, (ii) H Lp Æ y, 和 ze 到 (A 
: 为 gf ) 中 都 不 成 立 这 一 事实 得 出 。 要 看 出 (i) 成 立 ， 首先 注 意 Mp 在 每 个 y, 
上 成 立 。 此 外 ， 对 于 每 个 z, e W'， 存 在 某 个 nelN 使 得 g(n) =f(n) [假设 如 对 
每 个 neIN,，g(n) =1 -f/f(n)， 那 么 zj 就 会 在 WW 中 ， 因 为 “互补 ”世界 的 存在 
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是 -可 表达 的 ]。 由 于 这 个 事实 ， 因 此 (F, V) EMplz,]. RAL, LMp— 
MLp 被 证 明 在 F' 中 (的 x 上) 不成立。 因而 ,， 据 0- 句子 的 骆 文 汉 姆 -斯 科 伦 定 
W, LMp—>MIp 不 能 属于 M1。 | 
定理 10.3 L(IpVp) —M(LpAp) ¢ Ml, 
证 明 : 考虑 框架 F = 《WW，R) ， 其 中 , WW= [xl Ul{ys |nelN, ie 10, 1} U 
lalf: IN 10, 1}}, 并 R= {x,y0) Ymm) |e IN| U { (x42) (3,5), 
CRAD) |nelN,f:IN—|0,1| Io 


图 10-4 


FEL(LpVp)—>M(ipAp) [x]. RA, WE, V) ELUpVp)[«], BBACF,V) 
鼎 p[ yw] ,或 者 (F,V) ply] (对 每 个 ne TV) ， 并 且 对 每 个 世界 yz (FV) = 
p[zr]。 那 么 选择 函数 广 IN 10, 1] 使 得 对 每 个 ne IN,CF,V) ply apn) lo Œ 
ge, (F,V) ELp Ap[zy] ， 因 此 (FF,V) HM(UpAp)[x]. 

HKS FA E 的 任何 含有 wx 和 所 有 世界 y, 的 可 数 Ly ETHER. Sze 
W-W', Vip) = |z 1zse W |， 从 而 定义 赋值 VY。 一 个 容易 的 演算 就 表明 《FF"， 
V) ELC Ip Vp) [x], JECF’,V)FEM( Lp Ap) [x]. PLA, L(LpVp)—>M(Lp ^p) 
F' 中 x 上 不 成 立 。 | 

i: 定理 10.3 中 的 公式 表明 眼前 的 主题 是 多 么 的 棘手 。 因 为 ， 公 式 L(Ip Vp) 
MI p 似乎 恰恰 与 L(IpVp) 一 M(Ip Ap) 以 相同 的 方式 违反 定理 9.8 的 条 件 ， 但 是 
THEM 中 ! 对 于 所 有 的 框架 F 和 weW, FHLUpVp) 一 MIp[Lw]， 当 且 仅 当 ,，F 
三 lp_>MIp[w] [注意 , LUp Vp) 2 MIp V Ip], 并且 1p 一 Mlp e Mi， 它 是 上 述 例 
子 之 一 。 

还 要 看 到 ， 定 理 10. 3 的 陈述 弱 于 定理 10.2 中 所 作 的 陈述 。 在 定理 10.2 的 
证 明 中 ， 相 关 的 公式 在 F 中 成 立 〈 即 处 处 为 真 ) ， 但 在 "中 不 成 立 。 不 过 ， 在 定 
理 10.3 的 证 明 中 ， 它 在 F 中 的 某 个 w 处 成 立 ， 而 在 下 ' 中 同一 个 w 上 不 成 立 ， 因 
而 它 没 有 局 部 [0- 等价物 。 常 常 很 难 把 后 一 种 证 明 转 换 成 前 一 种 证 明 。 

关于 下 一 个 结果 ， 参 见 引 理 8. 10。 

定理 10.4 L(pVg) —>M(LpV 4) gMl, 
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证 明 : 考虑 框架 F = (W,R) ,其 中 ,W= {x} Uly, |neIN,ie {0,1} U {z If: 
IN>{0,1}} ,并 有 R= {x,yn) s Yus Yy? |nelN,i,je {0,1}} U |(x,z),z, 
Yen) 》 |nelN,f:IN—{0,1| bg 


图 10-5 

F-L(pVq)>M(UpVLq)[*]. AA, WARF, V) FL (p Va) la] ,那么 要 么 对 某 个 
nelN,(F, V) 户 画 [yo] 一 一 因而 (FE FMC Lp V Lg) [x] 要 么 对 每 个 ne IN, 
《F,V) Haly l (E, V) Egl ya 一 一 因此 对 任何 使 得 对 于 每 个 %n 有 《F,V》 瞩 
alyan ] 的 f 都 有 《LF,V) Elz], MEAKA, V) HMCUp V Lg)[x]。 

接着 进入 了 那个 熟悉 的 可 数 六 -初等 子 框 架 了 ， 它 的 域 含有 x 和 所 有 yw。 对 
于 任何 zyeW-W, SVO) = bya [ne IN| MVC) =W-V(p). BR, CF’, 
V) EL(pVq) (xl. Lab, Lp 和 Lg 都 不 在 任何 ys 上 成 立 ， 并 且 对 任何 ze 殉 也 
是 如 此 (这 样 一 个 世界 z 至 少 在 一 个 “ 自 变 量 ”n 处 不 同 于 zx。 因此,， 王 在 z 
上 假 。 但 是 它 也 至 少 在 一 个 自 变 量 n E5 z 产生 相同 的 值 ， 因 而 14 也 在 z。 上 不 
成 立 )。 换 名 话说 , L(pV gq) 一 M(IpV 19) 在 中 的 x 上 不 成 立 。 E 

以 上 我 们 看 到 一 系列 涉及 骆 文 汉 姆 -斯 科 伦 定理 应 用 的 例子 ， 接 下 来 ， 我 们 
使 用 同样 的 方法 处 理 一 个 在 [27] 第 19 章 找到 的 公式 来 结束 这 里 的 讨论 。 这 个 
ARE IM( pip), RESME, ML(Lp—p) o 

定理 10.5 ML(Lp—>p) €M1. 

证 明 : 考虑 框架 F = (W,R) ,其 中 ,W= {x} U lyn Yu ne IN,ie {0,1,2}}U 
Izza |n eIN,frIN+ {0,1} |} ,并 H R= | (xy) Iny) s yy ds Yan Yan? |n 
EIN} U| (%,2) , zra) o Zm Ynn) PEIN FrIN—+{0,1} | 


nny 








z, | \ 
N Ym 
z n 
一 一 一。 一 一 一 一 
N Z Yn y, 
“x 
图 10-6 
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FE ML(Lp—p) [x], AAR, HOMIE MV, (FLV) FH LM(Lp ^n p)[x]: 
‘AG. Ef: IN> 10, 1) 使 得 对 每 个 neJIN,，《F,V) E a plyn |], BBA 
(F,V) | IMM plz] KS PRSBLAP A, WRB « WBE, (F, V) = 
M(Lp Mn p)lzy] 0 

如 果 了 ' 是 了 的 可 数 6- 初等 子 框架 ， 它 的 域 含有 x 和 所 有 世界 y, Myu BBA 
ML (Lp 一 p) 在 F' 中 x 上 不 成 立 。 要 看 到 这 一 点 , 令 ze WW-W (注意 ， 没 有志 
界 zu 会 在 W 中 1)。 S V(p) = {yx |neIN} U {yaa pw) |ne IN} 。 一 个 容易 的 演 
ARCE, V) H| LM(IpA7 p)[ x]. a 

本 章 的 方法 与 前 一 章 的 那些 方法 一 起 ， 似 乎 都 是 在 为 Mi 的 刻画 提供 工具 。 
但 是 ， 另 一 方面 ， 推 论 7.9 使 人 很 怀疑 : MI 根本 不 能 从 句法 上 刻画 。 于 是 ， 最 
谨慎 的 方法 就 是 考虑 一 些 特殊 情形 。 , 

首先 ， 注意 任何 模 态 公式 都 等 值 于 一 个 利用 命题 字母 、 命 题字 母 的 否定 、 
人 、V 、 工 和 下 构造 起 来 的 公式 。 这 个 观点 和 定理 9. 10 已 经 被 证 明 是 有 利 的 。 
现在 ， 让 我 们 把 注意 力 限 制 到 下 述 的 子 情形 。 

(1) 命题 字母 〈 的 否定 ) 、A、V 和 工 。 根 据 定理 9. 10， 所 有 这 种 公式 都 属 
于 MI (HAMO Le) EMC Av) 都 不 会 出 现 ) 。 

(2) 命题 字母 〈 的 否定 ) A, VAM, EXET, M 之 外 的 公式 被 
EW, EUMM pA 一 p) VM(Mp Ap), CSET LUpVp)>M(Mp Ap) (È 
见 定理 10. 3)。 

定理 10.6 L(LpVp)—M(MpAp) €M1, 

证 明 : 考虑 框架 序列 F,，F,，Fs。，…, REF, =(W,,R,), W, = {0,1 nn], 
IEA R= { (0,7) | 1<isn} U4 (1,2),-+,(n-1,n) (0,1) } (n>2)。 











图 10-7 


注意 ， 对 所 有 奇数 mn，EF,F5(ZVp) 一 MCMpAp)[0]。 现 在 假定 这 个 公式 等 值 

于 某 个 -公式 a(x)。 一 个 例 行 的 论证 ， 把 紧 致 性 定理 应 用 于 某 个 恰当 选择 的 

六 -句子 集 与 a 的 结合 ， 就 产生 一 个 无 穷 框 架 F， 它 有 一 个 无 R- 前 驱 的 世界 w, 

它 有 无 穷 多 个 R- 后 继 ， 每 一 个 这 样 的 R- 后 继 各 自 有 恰好 一 个 R- 前 驱除 w 外 ) 

和 恰好 一 个 R- 后 继 。 而 且 ，R 是 禁 自 返 的 ， 并 且 没 有 任何 有 穷 长 的 环 出 现 。 但 
. 90 . 


10 人 否 证 一 阶 可 定义 性 





是 ， 另 一 方面 ， 定 义 这 样 一 个 “候补 ”赋值 了 就 很 容易 使 w(x) EF Puw ER, 
即 一 个 (不同 于 w 的 ) 世界 属于 Vp) 仅 当 它 的 尽 - 后 继 和 (不同 于 w 的 ) R- 前 
驱 都 不 属于 Vl(p)。 - . a 

继续 上 面 的 子 情形 列举 : | 

(3) 命题 字母 (的 否定 )、V 、L 和 MN。 这 个 过 程 仍 生成 MI 之 外 的 公式 ， 
比如 ML pV Milp, 即 LMp—>MLp, 

(4) Wri: (ME). AL LAM, 

关于 这 一 情形 的 答案 迄今 还 未 找到 。 以 此 方式 生成 的 所 有 公式 ， 似 乎 很 有 可 
能 都 属于 M1 ， 但 还 不 清楚 要 用 什么 方法 来 处 理 它们 。 为 了 多 一 点 了 解 ， 考 虑 模 
态 公式 M(MLlp 作 MML" p)。 明 显 的 着 手 方法 是 利用 它 的 闭 代 和 人 实例 MCML TA 
MMLL)[ 即 M(M T AMML_)], 或 者 MMML 1 #1 M(ML LA MML T) [| Bp 
M(ML1 AMM T))], Axl, BIHHARAHARAS OITA, UFRR F = 
(W, R) 为 证 。 

W= {10,.…,7} 

R={(0,1),¢1,2) 41,3) (3,4) (4,4) ,0,5) ,(5,6) , (6,7) | 


T 


1 
De s. — — es 
2 PN. 5 6 7 
0 


图 10-8 


MMML 1 和 HHMLLAHMNMK T) 都 在 0 处 成 立 ， 但 M(MIp A MML- pp RÈT: 令 
Vip) =14}。 另 一 方面 后面 这 个 公式 在 《WW，R'》 中 的 0 处 成 立 , 这 里 R' = 
RU{(5,4) |. M(MLp 人 MMI p) Æ M1 中 吗 ? 对 类 似 例 子 的 分 析 尝 试 导致 这 样 
的 猜测 ， 至 少 ， 所 有 的 这 种 公式 都 全 局 等 值 于 闭 模 态 公式 。 

一 种 完全 不 同 的 限制 类 型 如 下 。 

定义 10.7 ”一 条 模 态 归 约 原理 就 是 一 个 形 如 碎 p-* 冲 的 模 态 公 式 ， 这 里 态 和 
8 都 是 由 模 态 算 子 二 、M 形成 的 〈 可 能 空 的 ) 序列 。 

在 模 态 逻辑 中 使 用 的 许多 模 态 公理 都 是 这 种 类 型 的 模 态 公式 : EIA 
模 态 算 子 的 相互 依赖 性 (参见 第 5 章 ) 。 本 章 的 “和 否定 性 ”方法 和 第 9 章 的 “ 肯 
定性 ” 代 人 方法 ， 能 满足 在 这 种 特殊 情形 下 刻画 M 的 需要 。 因 此 ， 至 少 就 局 部 
一 阶 可 定义 性 而 言 , 下 一 条 在 [8] 中 得 到 证 明 的 定理 解决 了 菲 奇 的 一 个 
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问题 2 。 

定理 10.8 一 条 模 态 归 约 原理 和 pMNp EM 中 ， 当 且 仅 当 ， 它 具有 下 述 形 
式 之 一 : 

G) WOE i, Je IN AHERN, M'LipNp; 

Gi) SE i, je IN AMERHIM, Mp>L'M'p; 

(iii) 对 某 个 使 得 六 KIEK i ie IN 和 任意 的 及 , LM poN, Mp; 

(iv) EERE MORE, 长 度 为 ;的 ie IN AUERRHON, , M,N, pM Nip。 

容易 看 出 ， 这 四 种 模 态 公式 都 在 MI 中 。 定 理 9.8 保证 (i) ， 并 且 (在 使 用 
-p FER p 并 且 道理 换 位 后 ) 与 推论 9.2 一 起 保证 〈ii) 。 根 据 是 引 理 9.6， 形 如 
Gii) 和 (iv) 的 公式 都 等 值 于 闭 公 式 ， 从 而 都 在 MIP (Aa, LLMLp—MLMLp 
等 值 于 LLML T—MLML T ,甚至 等 值 于 LIM T 一 MT)。 

不 过 ,余下 要 和 弄 清 的 是 ， 模 态 归 约 原理 一 一 或 者 实际 上 就 是 只 带 一 个 命题 字 
母 的 模 态 公式 一 一 是 否 在 任何 意义 下 就 模 态 公式 而 言 一 般 都 是 典型 的 。 至 少 ， 后 
者 对 于 较 普遍 的 情形 并 不 起 归 约 类 的 作用 。 因 为 ， 存 在 带 两 个 命题 字母 的 模 态 公 
式 ， 就 它们 而 言 ， 不 存在 带 一 个 命题 字母 的 模 态 公式 定义 同一 类 框架 。 

引 理 10.9 L( (Lp Ap) 9) VL(1qp) 不 等 值 于 任何 只 带 一 个 命题 字母 的 模 
态 公式 。 

证 明 : 考虑 两 个 框架 BR MF, 其中, W, =10,1,2},R, ={(0,1), (0,2), 
(1,2) ,(2,2)} SEAL W, =10,1,2,31,R,=1《0,1),《0,2) ,《0,3),《1,2),《3,2》， 
(2,2)1。 














图 10-9 


正如 第 3 FEAR, E(L( (Lp Ap)—q) VLC Lg—>p) , Wy Ray Y 2( Ree ( Ryz V Rey 
Vz=y))))。 因 此 ， 这 个 模 态 公式 在 F, 中 成 立 , 但 在 F, 中 不 成 立 。 现 在 ， 将 要 
证 明 ， 对 任何 仅 带 一 个 命题 字母 ( 比如 说 p) Fo 成 立 的 模 态 公式 p 有 
F, 片 gp， 由 此 得 出 这 条 引 理 。 

令 V 是 F, 上 的 赋值 ， 只 需 考虑 V(p)。 

情形 1: 1 和 3 二 者 或 者 都 在 V(p) 内 ， 或 者 都 在 V(p) 外 。 在 定义 2. 16 的 
SLE, WHA =1(0,0) ,(3,1),(1,1》,(2,2)} 是 从 (Fa VB] CF, VV) 上 的 
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P-S, XE V (p) =a V(p)- 13}. EE, EE F, 中 某 个 世界 w 上 为 真 的 公 
AERE F, 中 fi(w) 上 为 真 ， 根 据 是 定理 2. 17。 

情形 2: LeV(p),3¢V(p): 

子 情形 2.1: 2eV(p). PBA =10,0),(3,1),(1,2),(2,2)| ÆM(F,,V) 
Bi] CF, ,VV > 上 的 p- 态 射 ,这 里 V(p) =a Vp) - 11}. 

子 情形 2.2: 2¢V(p) 是 对 称 的 : 把 3 映 到 2， 而 不 是 将 1 映 到 2。 

同样 的 东西 对 于 情形 3 也 成 立 : 

情形 3: lgV(p),3eV(p)。 

Ka, WRF, Hoe, AMF, 上 某 个 赋值 VY 和 某 个 weW，(《F,, V) HE 
一 pLw]。 根 据 前 一 段落 ， 存 在 F， 上 一 个 赋值 VAR w eW, t1 (F, V) 
=~ g[w']. 国 
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在 模 态 逻辑 的 各 种 应 用 中 ， 很 自然 把 注意 力 限于 择 代 关 系 满 足 某 种 限制 条 件 
的 框架 类 。 例 如 ， 在 模 态 逻辑 原来 的 克 里 普 克 语 义 中 ， 自 返 性 《 即 Y xRxx) 当然 
是 需要 的 。 以 这 样 的 限制 为 准 ， 模 态 公 式 关于 一 阶 可 定义 性 的 行为 可 以 相当 可 观 
地 改变 。 例 如 ， 在 所 有 自 返 框架 组 成 的 类 上 ， 前 一 章 中 的 公式 L(IJpVp) 一 M(I 
Ap), ML(Lp—p) fi LULp Vp) >M( Mp Ap) 都 会 成 为 普遍 有 效 的 ， 因 而 显然 是 
一 阶 可 定义 的 【第 一 个 例子 也 许 不 那么 明显 。 注 意 ，Le 一 p 和 9p 一 Me 已 经 成 为 
普遍 有 效 的 。 那 么 L( Lp V p)-L(p V p) lp lp Np>M (Ip Ap)]。 其 他 已 经 考 
虑 过 的 限制 条 件 有 延续 性 〈 即 Vx3yRxy) 和 传递 性 LEP V xV y( Rry— Y z( Ryz— 
Rxz) ) ] 。 传 递 性 将 在 后 面 得 到 更 细致 的 讨论 。 至 于 延续 性 ， 下 面 取 自 [8] 的 例 
子 将 要 说 明 ， 这 样 简单 的 限制 条 件 如 何 可 能 影响 前 面 定理 10. 8 那样 的 结果 。 

定理 11.1 在 满足 Vx yRxy 的 框架 类 上 ， 一 条 模 态 归 约 原理 在 MI 中 ， 当 
且 仅 当 ， 它 是 下 述 形 式 之 一 : 

G) M'LipNp 

Gi) MpL'Mp 或 者 

Gii) MpoNp, SHIMANE SE REM RAFI, BAER ke IN, 
如 果 (MD), =M, 那么 (Ñ), =M. 

确定 使 所 有 模 态 公式 变 成 一 阶 可 定义 而 没有 太 多 限制 的 条 件 ， 这 是 有 意思 
的 。 为 此 目的 ， 回 顾 引 理 9.7: 模 态 度 至 多 为 1 的 模 态 公式 都 属于 M1。 因 此 ,使 
所 有 模 态 公式 都 是 一 阶 可 定义 的 一 个 办 法 就 是 ， 引 入 把 每 个 模 态 公式 归 约 为 模 态 
度 至 多 为 1 的 公式 的 关系 条 件 。 这 尤其 意味 着 ， 模 态 算 子 序列 都 将 必须 志 塌 为 单 
个 这 样 的 算 子 。 因 此 ， 一 条 明显 的 归 约 原理 是 Lipmltp (因此 MMp Mp)。 此 
外 ， 必 须要 处 理 其 他 可 选择 的 东西 ， 比 如 “ML”。 从 存在 SS 这 样 的 模 态 逻辑 的 
观点 看 (参见 第 5 BH), Mpolp (因此 也 有 LMpoMp) 似乎 是 有 意思 的 候选 者 。 
另 一 种 类 型 的 模 态 算 子 幅 套 出 现在 比如 L(pV Lg) 中 。 这 些 公式 如 何 缩短 呢 ? 地 
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好 ， 这 种 情形 并 不 需要 任何 特殊 的 规定 ， 正 如 在 [8] 中 注意 到 的 那样 ， 从 上 面 
两 个 公式 可 以 导出 的 公式 Mip 一 Lp 区 涵 着 这 样 一 条 一 般 的 归 约 原理 : 

L(p V Lq V Mr) (Ip V LLq V LMr) > 
[证 明 的 概要 如 下 : L(pV Lq V Mr)—(MlIqV L(p\ Mr))—>( Lq V L(p V Mr) ) > 
( LLq V (Lp V MMr))—( Lia V Lp V LMr) ] 

从 这 些 事实 得 出 以 下 结果 。 

引 理 11.2 对 任意 模 态 公式 pg， 可 以 从 p 能 行 地 构造 模 态 度 至 多 为 1 的 模 态 
ASK wh, E4 pw 在 所 有 使 CPP 一 到 Al MLpoLp 都 成 立 的 框架 组 成 的 类 上 普遍 
有 效 。 

利用 定理 9. 8 的 证 明 ， 很 容易 发 现 ， 

E( LLp—Lp , V y( Rxy— 3z( Rxz A Rzy) ) ) 

E(Lp—LLp,  y( Rxy— V z( Ryz—Rxz) ) ) 

E(MLIp—Lp, Y} y( Rxy— Vz( Ruz—Ryz) ) ) 

E( Lp—MLp, 3y(Rxy A Vz( Ryz—Rxz) )) 
稍微 思考 就 可 以 看 出 ， 上 面 的 第 一 个 条 件 可 以 由 第 三 个 条 件 推出 ， 并 且 给 定 第 二 
个 条 件 ， 那 么 第 四 个 可 以 换 成 3 yRxy。 换 句 话 说 ， 下 面 的 定理 已 得 到 证 明 。 

定理 11.3 EE V x F yRxy, Vx V y(Rey— Y z( Ryz Raz) ) F Y x Y y( Rey 
Vz( Rxz 一 Ryz) ) 的 框架 所 组 成 的 类 上 ， 任 何 模 态 公 式 都 属于 M1, 

这 个 结果 意味 着 ,在 S5 (要 求 尺 是 等 价 关 系 ) 基础 上 ， 每 个 模 态 公式 都 是 
一 阶 可 定义 的 ， 但 是 它 稍 微 强 一 些 ， 因 为 某 些 择 代 关系 不 是 等 价 关 系 的 框架 也 满 
足 这 里 的 条 件 。 框 架 《10,1} ,100,1? ,1,1?| ) 就 是 一 个 例子 。 

框架 上 最 有 意思 的 条 件 ， 大 概 就 是 择 代 关系 是 传递 的 。 因 为 满足 这 个 条 件 的 
框架 所 组 成 的 类 是 由 一 个 模 态 公式 定义 的 ， 也 就 是 zp 一 Lip， 同 时 它 对 生成 子 框 
架 、 不 相交 并 和 p- 态 射 像 等 基本 运算 封闭 (参见 第 2 章 中 有 关 的 定理 ) 。 由 于 Lp 
一 Lip e M1， 传 递 框架 所 组 成 的 类 本 身 甚至 还 对 超 滤 扩充 封闭 ， 根 据 是 定理 8. 9。 
换 句 话说 ， 前 几 章 的 模型 论 可 以 毫 无 保留 地 应 用 。 

在 传递 性 的 条 件 下 ，M1 和 MI 之 间 的 区 别 实质 上 消失 了 ， 正 如 下 面 将 要 在 定 
理 11. 8 中 看 到 的 那样 。 首 先 ， 需 要 有 几 个 辅助 结果 。 在 第 15 章 中 将 证 明 ， 如 果 
go 是 M1 中 任意 的 模 态 公式 ， 则 存在 受 限 的 -公式 a=a(x) [E a 中 所 有 量词 都 
是 只 出 现在 Vy( Ray 一 或 3y(Rzy 人 的 上 下 文中 ,这 里 z 不 同 于 y] EE, 
Yxa)。 对 于 传递 框架 这 种 特殊 情形 ， 很 容易 证 明 这 个 结果 (参见 推论 11.7)。 
受 限 的 -公式 的 效用 来 源 于 下 面 的 性 质 (也 参见 引 理 3. 11 的 证 明 )。 

引 理 11.4 如 果 a=alxl，…，x,) 是 受 限 的 -公式 ， HA, WRF, ZF, 
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的 生成 子 框架 且 wi ，…，w, EW, BAF Falw,, --, w], MEA, RE 


Qa [w,, nt WwW, lo 


受 限 公式 关于 生成 子 框 架 的 这 一 不 变性 由 例 行 的 公式 归纳 得 到 。 注 意 ， 特 别 
HWE, HRAN aalr, x, 0, 2), FFalw, w, --, w], MBARK, 
TC(F, w) Falw, Wi, tty w, lo 


定义 11.5 令 x 是 某 个 固定 的 变 项 。 对 任意 的 -公式 a， 根据 下 述 条 款 归 
MEXR, la): 

对 于 原子 公式 aR, (a) =a, 

R, a) => R,(a) 

R,(a—>B) =R,(a)—R.(B) 

R,( Vya) =R,([x/y]a) A Vy(ReyR,(a)), 

这 里 ，[x/y] a 是 对 a HH x RE y 所 得 的 结果 ,必要 时 可 作 约 束 变 项 字母 变换 ， 
并 且 这 里 的 y 不同 于 x (或 者 如 有 必要 时 则 使 它 不 同 于 x) 。 

显然 ， 所 有 形 如 R,(a) 的 公式 都 是 受 限 的 。 而 且 a AR (a) 之 间 存 在 如 下 
联系 。 

引 理 11.6 如 果 F 是 传递 框架 (W, R) (RG w,w,,--,w, e TC(F,w)， 那 么 
Xt FER Ly- AK asallar, A), FER, (a) [www], 4AM, TC 
(F,w) Eal w, w, w,]o 

施 归纳 于 a 就 可 以 证 明 ， 注 意 ， TC(F, w) 的 域 是 {wl U fve W | Ruw}, 

推论 11.7 WEE, a), PRAE(g, VxRx(a))。 

证 明 : 如 果 卫 上 wp， 那 么 一 一 根据 推论 2. 12—— PATH) we W,TC( Fw) Fe, 
因而 对 所 有 的 we W,TC(F,w) FEa。 因 此 ， 根 据 引 理 11.6, FH YR, (a). 

WEE HY R (a), BA, SHAW we W,FER,(a)[w] [因此 TC(F,w) 
Kalw], FA TCF, w) Ka; HX a Æ L- AF). BETE, SHAN weW, 
TC(F, w) Fe, Blt, F He; 仍然 是 根据 推论 2. 12 而 来 。 E 

下 面 是 主要 结果 。 

定理 11.8 在 传递 框架 上 ， 对 于 任意 的 模 态 公式 p，p e M1, SBM 
当 ，Zp e Ml。 

证 明 : 首先 , 设 geH1， 比 如 说 (pg，a)。 根 据 推论 11.7， 可 以 假定 a 形 
WY, XE, B=B(x) 是 受 限 的 6- 公式 。 令 y 是 任何 不 在 Vp 中 出 现 的 变 
项 。 将 要 证 明 





E( Le, Vy(Rxy—[y/x]B)) (°) 

Ty RH, SFEo[w)]. HETI, TC(F, w) 三 Lp[w]; 或 者 ， 对 于 

所 有 的 we 多 使 得 Rov, TC(F, w) Felvl, PIERRE {ve W| Rwv| 而 得 
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到 的 TC(F, w) 的 子 框架 为 TC(F,，w)” (在 此 方式 下 w 也 许 被 丢掉 )。 注 意 ， 
TC(F, w) 是 TC(F,w) 的 生成 子 框架 。 因 此 ， 对 域 中 每 个 vs，TC(F, w) E 
p [v]; 所 以 ，TC(F, w) Fe. 但是，TC(F, w) FE Va8, MAM w 的 所 有 R- 
tkv, TC(F, w) F Blo], WE, TC(F, w) 是 TC(F, w) WERTHER, 
它 也 是 F 的 生成 子 框架 。 因 此 一 一 利用 引 理 11.4 一 一 对 w 的 所 有 R- 后 继 v, FE 
Blo], Ami, FE Vy(Rey— [y/x] B)[w。 这 就 证 明了 C) 的 一 个 方 
向 。 另 一 个 方向 可 以 通过 倒转 这 个 论证 而 得 。 因 此 Lo e M1。 
下 面 设 Lp e M1。 那 么 显而易见 ，Ly e Ml。 于是， 类似 于 证 明 引 理 8. 8 的 论 
证 表明 ，p < M1。 实 际 上 ， 这 个 蕴涵 命题 一 般 地 成 立 。 设 pg M1。 那么 根据 定理 
8.6， 存 在 框架 集 |F, liel} 和 1 上 的 一 个 超 滤 U 使 得 对 于 所 有 的 iel, FE, 
(GEILE; Hep WEIEN a 增加 到 W, 并 且 令 R, =R,U{ (a, w) |weW,|， 
以 此 定义 框架 F,’, BAR, WRF, RAF,’ Elo. MH, IMF, 是 IIvE, 的 
生成 子 框架 ，9p 在 其 中 某 个 w 上 为 假 。 因 为 在 HyF,' 中 R(《a);.j)vw RE (利用 
沃 斯 定理 ) ， 所 以 ，1p Æa) ER. KE, MF, Lpo KAJ Lo ROE 
de, Fk, Loe M1。 | 
传递 框架 上 是 否 实际 上 有 M = Mi， 这 是 一 个 未 解决 的 问题 。 
传递 性 介 许 各 种 复杂 性 归 约 。 例 如 ，LMLMp LMp 和 LMMp*>LMp 在 这 种 情 
形 下 都 是 普遍 有 效 的 。 这 样 只 留 有 如 下 形式 的 模 态 算 子 序列 : 
M:, M'L, M'LM, L, LM 和 LML 
(使 用 这 两 条 归 约 原理 以 及 它们 的 对 偶 MLMIp 呈 Mlp Ail MLIpoMIp, BH, [8]) 
至 于 模 态 归 约 原理 ， 这 样 恰恰 留 有 下 述 类 型 : 
(1) MLM, ML(j21) 
(2) MLM, MLM(j21) 
(3) M'LM, LML 
(4) UM, ML(i>1, j21) 
(5) UM, MLM(iz1, j=l) 
LUM, UML =2889 (1) ， 由 一 个 明显 的 变换 而 得 ， 
LiML，MiL= 类 型 (5) ， 由 一 个 明显 的 变换 而 得 ， 
(6) LML, MLM 
UML, UML = 类 型 (2) ， 由 一 个 明显 的 变换 而 得 。 
这 些 就 是 非 一 阶 可 定义 性 仅 有 的 可 能 候选 者 : 所 有 其 他 类 型 都 是 一 阶 可 定义 的 ， 
据 定理 10. 8 而 得 。 但 是 ， 实 际 上 所 有 这 六 种 类 型 的 模 态 归 约 原理 在 传递 框架 上 
都 是 一 阶 可 定义 的 ， 它 们 的 一 阶 等 价 公式 在 下 表 中 给 出 。 
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(1) Vy(Rixy 人 Vz(Ryz 一 了 ULRzau)) 一 了 (Ra A Yw(Rw—>(vswA 
Ryv)))) (参见 关于 LMp 一 MIp 的 特殊 情形 的 定理 7.4) 。 

(2) 如 果 i=j:x =x。 如 果 i <j, BBA V y( Rixy— 3zRyz) V dy( Ray No 3zRyz)o 

(3) Vy (Rixy A Yz(Ryz— J uRzu) )— Y v( R'xv— 3 w( Row A Y s( Rus (s =w 
ARyw))))o 

(4) FAy(Rixy Aa IzRyz)V Jy(Rxy A Vz(Rys—z =y)) o 

(5) dAy(Rixy Aa JzRyz) V Jy(Rxy AV 2z( Ryz— J uRzu)), 

(6) jy(RixyA— 3zRyz)V Ay(R'xy A N z(Ryz— J uRzu) )。 
这 已 穷尽 了 所 有 可 能 : 

定理 11.9 在 传递 框架 上 ， 所 有 模 态 归 约 原理 都 在 M1 中 。 

由 此 并 不 得 出 所 有 模 态 公式 在 传递 性 下 都 在 M1 中 。 例 如 ，L( Lp 一 p) 一 Ip 
(“ 洛 伯 公 式 ”) 仍然 定义 逆 关 系 为 良 基 关系 的 框架 所 组 成 的 类 ， 这 一 公式 不 是 
初等 的 。 这 个 例子 是 在 第 3 章 中 给 出 的 ， 正 如 男 一 公式 L(L(p 一 Ip) 一 Pp) >p 
(“ 达 米 特 公 式 ”) 一 样 ， 后 者 甚至 在 传递 的 、 自 返 的 和 连通 的 框架 所 组 成 的 类 
上 都 不 是 一 阶 可 定义 的 。 后 一 个 公式 之 所 以 有 意思 就 在 于 它 与 直觉 主义 逻辑 有 
联系 。 它 公理 化 了 能 使 直觉 主义 逻辑 嵌入 模 态 逻辑 的 哥 德 尔 般 入 起 作用 的 最 强 
MATES (比如 比 54 还 强 !) (与 第 6 章 结合 起 来 看 ， 应 当 注 意 ， 达 米 特 公式 
相对 于 有 穷 自 返 树 的 类 是 完全 的 ， 而 洛 伯 公式 相对 于 有 穷 禁 自 返 树 的 类 是 完全 
的 "1 ) 。 

如 下 得 到 一 个 复杂 性 完全 不 同 的 归 约 。 令 p 是 任意 的 模 态 公式 。 它 的 全 部 子 公 
式 列举 为 g;，…，gp;， 并 且 对 那些 自身 不 是 命题 字母 的 公式 p, MEE p 中 出 现 
的 新 命题 字母 qis 7s Imo 如 果 Pi 不 是 命题 字母 ， 令 Qi = 9i; 否则 ， 令 Q; = pio 
然后 构造 出 所 有 “连通 公式 ” (connecting formulas) 的 合 取 。 即 

若 p= p; MWR, 7 Q,) AL(Q; 7 Q;) 

者 p， =P; Pr, 则 取 (Qe>(QC 一 Oo) ) AL(Q;>(Q;—>Q;,)) 

E p: =Le, MEQ; >LQ;) AL(Q>LQ,) 
称 这 个 合 取 为 Qe) 。 

fala, QCLLLp—p) = (q, Lp) AL(q, lp) A (qelq) AL( qL) A (43 
elg) ALl eLa) A (qa? (GP) ) AL (qu? (Gap) ) HER, O) 的 模 态 
度 至 多 为 2! 一 旦 理解 了 O(c) 的 定义 背后 的 技巧 ， 下 述 结果 就 很 容易 证 明 。 

引 理 11. 10 ”对 于 所 有 传递 的 一 般 框架 《F，W》 和 所 有 的 we 下， 对 于 所 有 
的 模 态 公式 o, 

(F,W) = pg[w]， 当 且 仅 当 ,，《F,W) F Og) vl, 
这 里 g 是 上 面 构 造 中 对 应 于 p 本 身 的 命题 字母 。 
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推论 11. 11 对 于 任意 的 模 态 公式 省 ， 可 以 能 行 地 从 o 构造 一 个 模 态 度 至 多 
为 2 的 模 态 公 式 殉 使 得 在 传递 框架 类 上 ，gp e M1， 当 和 且 仅 当 , we M1。 

换 名 话说， 研究 传递 框架 类 上 的 一 阶 可 定义 性 ， 只 需 考 虑 模 态度 至 多 为 2 的 
公式 〈 模 态度 为 1 的 公式 无 论 如 何 总 是 一 阶 可 定义 的 ) 。 但 事实 上 ， 上 面 的 想法 
也 可 用 来 表明 ， 在 传递 框架 上 的 完全 性 理论 中 ， 只 需 考虑 模 态 度 至 多 为 2 的 
公理 。 

框架 上 关系 条 件 的 最 出 名 的 例子 出 现在 直觉 主义 逻辑 中 。 在 那里 ， 人 们 把 注意 力 
集中 到 自 返 传递 的 框架 [有 些 作 者 还 加 上 反对 称 ， 即 Vx Vy( Rey \Ryxx =y)]。 但 
是 还 有 另 一 个 限制 条 件 。 赋 值 了 必须 满足 这 样 的 要 求 ， 即 它们 的 值 Y(p) 对 R- 后 继 封 
闲 。 这 在 几 个 方面 使 直觉 主义 公式 的 表现 都 比 模 态 公式 更 好 。 例 如 : 

(i) 对 于 所 有 的 框架 =《( 玫 ，R〉， 所 有 的 we WAP LSA, wW 
《F,V) F elw], 那么 对 于 w BAW Radke, (FLV) FE olo] (换血 话说 ，p 一 Lp 
成 为 普遍 有 效 的 ) 。 

Gi) XE ATA AES F=(W, R), BAM we W AF 上 的 所 有 赋值 了 Y， 如 
(F, V) F olw], BARE (F, V 的 有 穷 子 模型 M 使 得 Mo [w], 

(i) 一 般 对 模 态 公式 不 成 立 〈 如 考虑 "” P) 。 检 查 斯 莫 林 斯 基 的 证 明 就 可 以 表 . 
明 ， 给 定 这 种 框架 和 赋值 ，(ii) 对 所 有 模 态 公式 都 成 立 ，( 然 而 ， 它 并 非 对 任意 
eB, Bl, WRF =CIN,<), 并 且 V(p) ERARE, WAE, V) = 
LMp 和 LM pL0] ， 但 这 个 公式 不 在 《KF，V》 的 任何 有 穷 子 模型 中 的 0 上 成 立 ) 。 

这 个 领域 中 要 回答 的 第 一 个 问题 是 : 

“存在 没有 一 阶 等 价 公式 的 直觉 主义 公式 吗 ?” 
我 们 猜想 它 的 管 案 是 否定 性 的 [无 疑 这 个 猜测 一 定 已 经 由 在 中 间 人 逻辑 
(intermediate logics) 领域 中 工作 的 人 们 表述 出 来 ]。 为 了 对 这 里 所 讨论 的 公式 类 
型 有 些 印象 ， 考 虑 下 面 的 直觉 主义 原理 。 

(1) (pq)V (gp) [ARMA EDL, BA L(Lpolq) VL(lq—lp)], H 
Vy(Rxy— Y z( Rxz—( Ryz V Rzy) ) ) 定 义 。 

(2) (7 po(qVr)) (C7 pg) V (7 por)): “WRD - PRASA”, 
MESEM, BEE LLL Lp (L¢ V Lr) ) (L177 Ip lq) VL(Lo Ip r))), 
Ho Ay d2z( Rey ARxz Ao Ryz No Rzy A Vul (Rxu A Ruy A Ruz)— jv( Ru A` Ryo 
人 A 一 Rw) )) REM 

(3) (Cn pop) (pV 7 p))> (4 7 pV p): “BBR”, EID 
找到 它 的 一 阶 等 价 公 式 。 

同时 ， 上 面 这 个 问题 已 经 得 到 肯定 回答 : 斯 科 特 公式 不 是 一 阶 可 定义 的 。 但 
是 ， 上 述 猜 测 对 于 所 有 无 析 取 的 公式 还 是 成 立 的 。 更 系统 的 信息 可 以 在 罗 登 们 格 
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的 《直觉 主义 对 应 理论 》 中 找到 (P. Rodenburg. Intuitionistic Correspondence Theo- 
ry. Mathematisch Instituut, University van Armsterdam, 1982) 。 

相对 对 应 理论 的 另 一 个 可 能 领域 是 相干 逻辑 的 语义 ， 利 用 世界 之 间 的 三 元 关 
系 ， 满 足 某 些 限制 条 件 〈 并 且 赋 值 服从 类 似 于 上 面 的 条 件 ) 。 人 参见 [27], 或 者 
[38] 中 更 为 一 般 类 型 的 问题 。 更 多 的 例子 例如， 条 件 句 逻辑 或 者 量子 有 逻辑 ， 都 
在 《哲学 逻辑 手册 》 (Gabbay & Guenthner, eds. Handbook of Philosophical Logic ， 
Vol. IL Reidel Dordrencht. 1984) “对 应 理论 ”一 章 给 出 。 





本 章 对 于 本 书 的 主题 而 言 像 是 一 个 附录 。 它 的 目的 在 于 指出 ， 如 何 把 对 应 理 
论 推 广 到 较 丰 富 的 模 态 谓词 逻辑 (而 不 仅 仪 是 模 态 命题 逻辑 ) 语言 。 

首先 要 选择 合适 的 模 态 谓词 语言 。 为 简单 起 见 ， 这 里 限于 考虑 带 个 体 变 项 和 
谓词 常 元 而 不 带 其 他 种 类 变 项 及 常 元 的 通常 的 谓词 逻辑 语言 。 等 词 不 包括 在 内 。 
众所周知 ， 个 体 常 项 和 等 词 在 这 个 研究 领域 中 会 带 来 (哲学 上 的 ) RIO! 。 对 
这 个 谓词 逻辑 语言 ， 增 加 模 态 算 子 工 和 1 作为 从 公式 到 公式 的 一 元 算 子 。 所 产 
生 的 主要 新 鲜 之 处 ， 就 在 于 个 体 量 词 和 模 态 算 子 的 相互 作用 ， 如 同 在 著名 的 巴 坎 
公式 VxL4x 一 LY xAx 中 那样 。 

在 语义 方面 ， 世 界 现在 将 得 到 某 种 内 部 结构 : 它们 拥有 用 来 解释 谓词 的 “个 
体 域 " 。 这 里 不 存在 普遍 接受 的 语义 ， 我 们 将 要 给 出 的 语义 仅仅 是 想 要 用 作 技 术 
讨论 的 基础 ， 而 不 是 作为 哲学 范例 。 

定义 12.1 一 个 框架 是 由 非 空 (“世界 ”) 集 玉 和 吏 上 的 二 元 关系 RR (“ 可 
及 关系 ”) 组 成 的 有 序 对 《下 ，R)。 一 个 构架 (skeleton) 是 一 个 三 元 有 序 组 
S= (W, R, D), XH (W, R) 是 框架 , 刀 是 以 多 为 定义 域 ， 并 且 为 每 个 世界 
we 下 指派 非 空 集 D,(“w 的 个 体 域 ") 的 函数 。 一 个 模型 是 一 个 四 元 有 序 组 
(W, R, D, D, HP, (W, R, D) 是 构架 ， (BU WW 为 定义 域 并 且 对 每 个 世 
界 we WW 指派 个 体 域 D, 上 谓词 逻辑 语言 的 解释 1, 的 函数 。 

框架 给 出 世界 集 的 抽象 模式 。 构 架 含 有 关于 个 体 出 现 的 信息 : 它们 将 是 新 对 
应 理论 的 基本 结构 。 注 意 ， 不 同 的 世界 也 许 会 有 相同 的 个 体 域 。 把 构架 定义 为 序 
对 《〈 刀 ,，Ry， 令 尺 联 系 非 空 个 体 集 ， 因 此 不 太 合 适 ， 因 为 它 会 意味 着 丢失 某 些 识 
别 的 能 力 。 最 后 ， 模 型 增加 了 解释 ， 使 模 态 谓词 逻辑 的 公式 能 得 到 真 值 。 

定义 12.2 So 是 模 态 谓词 逻辑 的 公式 。 令 M = (W, R, D, D 是 模型 。 
ME g[w, A] (“p 在 M 中 4 下 w 上 成 立 ”) 是 根据 下 列 条 款 归 纳 定 义 的 : 对 
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TRA HY we W AE x, 映射 到 A(x;) eD, CO sisn) 的 指派 ， 

Gi) 对 于 任意 的 m 元 谓词 常 项 P 和 个 体 变 项 y,，…，y 的 m 元 序 组 (m 宇 1)， 
ME Py,---y,w,A], HBHH, (Ay), An) EL, (P) 

Gi) ME 7 glw, Al, SHR, #3EME lw, A] 

(iii) ME gowlw, Al, ENK, RME olw, Al, BAME ww, A] 

(iv) MF 户 Vxp[w，4]， 当 上 且 仅 当 ， 对 于 所 有 的 至 多 由 于 4'(x) 关 4(x) 而 不 
同 于 4 的 指派 4', ME elw, 4'], 这 里 4'(x) ED, 中。 

(v) ME Iglw, Al, SHARH, STATA v e WEI Rov HEX o 的 所 
有 自由 变 项 yx 有 4(7) €D,,ME gl», Al. 

注意 ， 还 有 许多 定义 语义 解释 的 可 能 方式 。 上 面 的 方式 是 我 们 做 出 的 一 个 具 
体 选择 ， 许 多 作者 认为 这 样 定 义 有 某 种 自然 性 。 值 得 注意 的 是 ，(iv) WERE 
词 以 在 给 定 世 界 中 所 有 对 象 为 范围 ， 即 用 哲学 的 行 话 说 就 是 ， 对 现实 存在 物 
(existents) 量化 ， 而 不 是 对 独立 存在 物 (subsistents) 量化 。 在 技术 上 实现 这 一 
任务 的 另 一 种 方式 就 是 取 单 一 的 域 忆 ， 它 为 克 中 所 有 世界 所 共有 ， 并 且 使 用 存在 
谓词 丰富 该 语言 ,EE 在 w 上 恰好 对 在 w 上 “存在 ”的 deD 是 真 的 。 

然后 ，(v) 的 必然 算 子 以 给 定 世 界 w 的 所 有 R- 后 继 为 范围 ， 它 含有 4 (y), 
9 相对 于 这 些 对 象 来 赋值 (使 用 日 常 语言 的 例子 , “她 总 是 生气 ”意思 不 是 在 所 
有 时 间 点 上 她 都 在 生气 ， 而 是 说 在 她 存在 期 间 的 所 有 时 间 点 上 她 都 在 生气 ) 。 另 
外 ， 存 在 谓词 也 提供 了 另 一 种 获得 这 种 解释 的 方式 ， 甚 至 在 带 有 无 限制 必然 
(L) 的 语言 中 也 是 如 此 。 最 后 ， 关 于 M 的 对 偶 条 款 [对 偶 于 (>) ] 也 很 容易 得 
到 表述 : 

(vi) ME MpL[w，4] ， 当 且 仅 当 ， 存 在 ve WW， 使 得 Rov 并 对 e 的 所 有 自由 
变 项 y 有 4(y) eD,, 并 且 ME gle, Al. 

描述 这 种 语义 的 方便 的 谓词 逻辑 语言 有 两 个 种 类 ， 一 个 是 个 体 的 种 类 ， 另 一 
个 是 世界 的 种 类 。 还 有 几 个 特 指 的 谓词 ， 即 尺 〈 指 第 二 种 的 对 象 之 间 的 二 元 关 
A) 和 E( 指 第 一 种 对 象 和 第 二 种 对 象 之 间 的 二 元 关系 )。 今 后 ， 第 二 种 对 象 之 间 
的 相等 ( =) 也 同样 是 有 用 的 。 此 外 ， 对 于 原来 模 态 谓词 逮 辑 语言 的 任何 m 元 
谓词 常 项 PP， 这 个 语言 还 有 m +1 元 谓词 常 项 P* ， 它 措 相 对 化 到 世界 的 谓词 Po 
很 像 第 3 章 ， 现 在 可 以 定义 一 个 翻译 ， 将 模 态 公式 翻译 到 这 个 两 种 类 谓词 逻辑 语 
言 的 公式 。 

定义 12.3 $ u 是 某 个 固定 的 第 二 种 类 变 项 。 

Ci) STCPy Ym) = 已 Ym 

(ii) ST(™ ẹ) => ST(¢) 

(iii) ST( gh) =ST(ẹ)>ST(4) 
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(iv) ST( Vag) = Vx( Exu—ST(¢) ) 

(v) ST(Lp) = Vo( Ru ( (Ey,v A+++ A Ey,,v)[v/u]ST(@)), 

XE v BARS u MESE STe) 中 出 现 的 、 第 二 种 类 对 象 上 的 变 项 ， 而 y, ，…… 
Yn 是 9 的 自由 个 体 变 项 。 

由 这 个 翻译 的 存在 《和 和 性质) 可 以 得 到 一 些 结论 ， 也 许可 以 由 理解 了 第 3 章 
的 读者 补充 。 对 应 理论 在 引进 下 面 的 概念 时 才 真 正 出 现 。 

定义 12.4 对 于 构架 S=《 下 ，R,，D〉 和 we 下， 如 果 对 所 有 模型 M = CW, 
R, D, D, MF glw], WSE glu] ( “PES Hw ERE”), 

在 这 个 定义 中 ，e WBEERARWEZBIT; 它 允 许 我 们 从 表述 中 的 指 
派 4 进行 抽象 。 注 意 ， 构 架 就 是 这 样 一 个 两 种 类 谓词 逻辑 Li 的 结构 ， 它 仅 有 的 
谓词 是 上 面 引进 的 RR、= 和 E。 

定义 12.5 对 模 态 谓词 逻辑 的 句子 o, HEX LS 的 带 一 个 自由 的 世界 变 项 
HAR, Ele, a) 成 立 ， 如 果 对 于 所 有 的 构架 S = (WW R, D) MRAK 
weW, SE pg[w]， 当 和 且 仪 当 , SE alw], M’ 是 由 所 有 这 样 的 句子 o 组 成 的 
集合 : 存在 公式 a 使 得 E* (wp,，a)。 

很 容易 验证 巴 坎 公 式 是 这 个 概念 的 例子 : 

E( VxLAx— LY xAx, Y v( Rw— Y y( Eyv—Eyu) )) o 
在 给 出 更 多 的 例子 以 前 ， 我 们 表述 一 个 守恒 结果 (conservation result) 。 请 回顾 定 
义 3.11。 

定理 12.6 存在 从 模 态 谓词 逻辑 的 句子 o 到 模 态 命题 公式 mpe) 的 能 行 性 
ME, IWR Ee, a) (HFa REA E) WA E(mp(e@), a)。 

证 明 : 定义 mp 为 直接 “和 剥 去 ”谓词 逻辑 素材 。 形 式 上 ， 令 mp(Py,-y,) =P 
(现在 把 P RAMAT), mp e) => mp(e),mp( ey) =mp(e)—>mp(y), 
mp(Vxp) =mp(p)， 并 且 mp(Lp) =Lmp(¢), FÆ, KE (p,a), HF a 如 定义 
12. 5 所 描述 。 要 证 明 E(mp(g) ,a)。 

首先 , © FC =(W,R)) = alw], REBRE, (W,R,D) © olw] 成 立 , D 
的 选择 无 关 。 然 后 选取 函数 D'"， 对 每 个 we 不 ， 都 指派 相同 的 单元 素 集 (比如 说 ) 
{a} 。 要 证 明了 上 户 mp(g)[w], BX E Kf MEV, (FLV) | mp(g)[w1。 因 
kh, 令 V 是 上 任意 赋值 。 定 义 解释 I 如 下 。 对 m 元 谓词 常 项 PP， 如 果 对 相应 的 
MAF p,weV(p), (P) = ja,…(m 次 )…,a)|; BM, 1,(P)=S. AAW, 
R,D',I) © olw], PIACE, V) | mpl o) [w] ERZ. 

其 次 , SFC =(W,R)) | mp(o)[w]s ZWE F H| alw], REMER D’ 
WEH W,R,D') F ol ， 因 为 有 (pa)。 然 后 ， 令 了 是 任何 将 这 个 构架 变 成 模 
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#(W,R,D',1) BRE. EL Vp) 是 使 得 1,(P) 非 空 的 世界 的 集合 。 显 然 ， 对 
于 这 个 赋值 ，( 了 ,7Yy 上 mp(e)[w] ， 像 前 面 一 样 得 出 ^ 肌 ,RD ,I) H| olw], W 

换 句 话说 ， 我 们 不必 指望 新 的 0- 公式 会 成 为 模 态 可 定义 的 。 

这 方面 最 重要 的 模 态 原理 〈 除 了 巴 坎 公式 以 外 ) 大 概 是 交换 原理 : 

(1) 二 Vx4x 一 VxtL4x。 

(2) JxLAx—>L ixx, 

(3) LAxAx— JxLAx, 

对 于 前 两 条 ， 可 以 证 明 下 面 的 等 价 命 题 : 
E* (LY xAx— V xLAx ,u =u) 
E* ( 3xLAx—>L J xAx, Y y( Eyu—> Vv( Ruv—Eyv) ) ) o 
第 三 个 复杂 一 些 。 

引 理 12.7 LxAx—>3xLAx¢ M1". 

证 明 : BENEA Lo -公式 a,E* (LxAx 一 习 3xL4x,a)。 利 用 紧 致 性 定理 ， 可 
以 由 些 假定 推导 出 矛盾 。 为 明白 这 一 点 ， 考 虑 构架 S, =(W,,R,D,), E4 W, = 
Le = {lwow} |1<i<n|;D, 定义 为 D, (w) = 10,…,n|,D,(w:) 
={i-l,i}(lsisn), 

YER, SEL Ix4x-，3xLAx[wo] [直观 上 ， 如 果 工 3xdx 在 w 上 成 立 ， 那 么 
3xdx 在 wi 上 成 立 。 于 是 , 在 w, E, BA Ax 对 0 成 立 ， 因 此 ，L4x 在 w。 上 对 0 
成 立 ; 要 么 Ax 对 1 成立, BBA, 要 么 hx E w, 上 也 对 1 成立 。 在 这 种 情况 下 ，L4x 
HE wy 上 对 1 成立; HEA Ax TE w, 上 对 2 成立 ， 如 此 等 等 。 继续 这 一 讨论 可 以 发 现 ， 
BLA LAx 在 如 ELIRA k <n 已 经 成 为 真 的 ; 要么 Ax 必须 在 w 上 对 Mor, 并 且 
最 终了 xL4x 在 w。 上 是 真 的 (因为 [hx 对 成 立 )]。 另 一 方面 ， 假如 序列 w, 
w,，…,w,，… 向 右 不 确定 地 继续 下 去 ,那么 上 x4%x 一 jxLAx 就 会 以 一 种 明显 的 方 
RE w 上 是 假 的 。 此 外 ， 假如 的 R- 后 继 链 在 两 个 方向 上 不 确定 地 延伸 ， 那 它 同 
样 会 是 假 的 。 
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从 这 些 观 察 可 以 得 到 所 要 求 的 论证 ; 我 们 概述 如 下 。 令 所 需要 的 了 工 了 3x4x 一 J x Ax 
的 Ly -等 价 公式 a 拥有 自由 世界 变 项 wx。 考 虑 由 a 和 表达 下 述 条 件 的 公式 所 组 成 
的 Lo - RED : 

(i) u 的 所 有 RRA BHR AR , 

Gi) u 的 所 有 R- 后 继 的 个 体 域 都 包含 于 w 的 个 体 域 ; 

(iii) WR 的 两 个 不 相同 的 R- 后 继 的 个 体 域 有 共同 对 象 ， 那 么 它们 只 有 一 
个 共同 对 象 ; 

Civ) 恰好 存在 z 的 两 个 R- 后 继 与 w 的 恰好 另外 一 个 R- 后 继 有 重 迭 的 个 体 
域 ， 所 有 其 他 后 继 都 与 & 的 恰好 另外 两 个 R- 后 继 有 重 迭 的 个 体 域 ; 

(v) u EDA nÔ R- 后 继 (n 宇 2)。 
二 的 每 个 有 穷 子 集 都 是 可 满足 的 ， 但 是 荆 自 身 不 是 可 满足 的 : 这 就 是 所 要 的 矛 
盾 。 因 为 ,在 荆 的 任何 模型 中 , u 将 有 一 个 R- 后 继 集合 ， 这 些 R- 后 继 的 个 体 域 
都 允许 按 上 述 方式 给 出 的 工 3x4x 一 xzL4x 的 反例 。 E 

引 理 12.7 应 当 与 引 理 9.7 和 定理 10. 2 进行 比较 。 在 模 态 谓词 逻辑 的 领域 
中 ， 模 态度 为 1 的 公式 不 一 定 是 一 阶 可 定义 的 。 这 是 由 于 一 种 可 能 的 量词 切换 L 
4. AL, 令 人 想起 LM、ML， 它 们 在 句法 结构 (而 不 是 语义 结构 ) 上 是 相似 的 。 

LJ xAx— J xlAx 在 下 面 这 样 的 模 态 谓词 逻辑 的 语义 中 变 成 典型 地 普 沉 有 效 的 
原理 ， 即 对 于 基本 个 体 ， 采取 个 体 概念 [也 就 是 以 更 为 定义 域 的 函数 ， 对 每 个 w 
e WW， 指 派 一 个 对 象 f(w) e D,]。 那 么 它 表达 了 某 种 形式 的 选择 公理 。 

最 后 ， 也 许 要 注意 ， 在 这 里 也 可 以 证 明 9. 10 那样 的 翻译 结果 。 为 了 表述 一 
个 例子 ， 定 义 -公式 乃 是 从 原子 公式 仅 利 用 VY 和 三 构造 的 公式 。 

定理 12.8 ”对 于 每 个 模 态 谓词 逻辑 句子 ow 使 得 

(i) g 是 从 UU- 公式 和 TT、4、A 人 、V 、M 各 构造 起 来 的 ; 

Gi) 沙 是 从 原子 公式 、T、1、 八 、V、V 、3 、 上 入 构造 起 来 的 ， 
可 以 从 pw 构造 出 一 个 Li -等 价 公式 。 


. 105- 





MY 的 定义 〈 定 义 9. 14) 牵涉 从 满足 特定 条 件 C 的 一 般 框架 到 基础 [“ 全 
(ful)”] 框架 的 保持 。 对 于 上 典范 的 模 态 逻辑 ， 也 给 出 了 相似 的 定义 (定义 
6. 11) 。 形 式 上 ， 这 产生 了 通过 某 个 条 件 C 定义 的 “保持 类 ”的 概念 。 

定义 13.1 M(C) 是 由 所 有 这 样 的 模 态 公式 p 所 组 成 的 集 : 对 于 所 有 满足 C 
的 一 般 框 架 《F，W) ,如果 gp 在 《F，W》〉 中 成 立 ， 那么 og 也 在 了 中 成 立 。 

模 态 文献 中 研究 这 样 的 类 的 最 早 的 例子 ， 大 概 是 托 马 森 的 类 “E”'”1; 法 
因 "* 称 之 为 “自然 逻辑 "。 在 这 种 情形 下 ， 条 件 C 可 以 表述 如 下 : 

(F,W) FEVxVy( V P( PyPx) x =y) 
( 即 “不 可 分 辨 物 的 同一 ”) ， 并 且 
(E,W) H| V x Y yl Y P(Py—> 3z( Rxz MPz))—»Rxy)o 
[注意 ， 这 两 个 二 阶 句 子 在 所 有 〈 全 ) 框架 中 都 是 真 的 ] 对 C 的 选择 进行 限制 就 
产生 了 萨 硅 斯 特 的 “简单 的 逻辑 "!%] 。 显 然 ， 当 C 为 “ 空 条 件 ” 时 得 到 最 简单 
的 情形 。 

5113.2 MC - ) 是 等 值 于 一 个 闭 公式 的 模 态 公 式 的 集合 

证 明 : 显然 ， 任 何 闭 公式 都 在 M( - ) H, 因为 这 些 公式 对 于 从 (F, W) 
到 下 的 转换 是 不 变 的 〈 请 回顾 一 下 ， 闭 公式 通过 ST 对 应 于 L-AR). RZ, 假 
定 ps(- )。 由 于 注意 到 任何 给 定 框架 了 上 最 小 的 一 般 框 架 CF, W) H, W 
ete X={weW|FE yLw]】 的 集合 XCW 组 成 的 集合 ， 这 里 ,y EA 
模 态 公式 。 所 以 ， 可 以 用 一 种 更 方便 的 形式 来 表述 。 因 此 ，gp sM( - ) ， 当 且 仅 当 ， 
CS(g) 户 pg。 其 中 ，CS(pg) 是 op 的 闭 代 入 实例 的 集合 (也 就 是 对 =m, 
Pad, CSCE) = | [WAP ,APr] lds, ERA) (参见 定理 9.15 的 
WER) WE, RERI, CSC) = e, SBMS, p 为 它 的 闭 代入 实例 的 某 
MASA RAH. HIGH, p 等 值 于 这 个 合 取 。 E 

我 们 可 以 从 空 条 件 开 始 ， 对 强度 递增 的 条 件 C 分 层 构 造 类 M(C) 。 例 如 ， 在 
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通过 如 下 条 件 生成 的 等 级 中 ， 类 EE RSE M(C,): 

C,: WF O<i<n, VxVy( YP(Py 一 3z(Rixz 人 Pz)) 一 Rixy) 在 (F,W) 中 是 
真 的 。 

拉克 兰 〈A. H. Lachlan) 在 [47] 中 表明 是 已 递归 可 枚 举 的 ， 并 且 包 含 在 W1l 
中 。 他 的 第 一 个 结果 可 作 如 下 推广 。 

引 理 13.3 如果 对 于 某 个 全 称 二 阶 句 子 a, C 形 如 “〈《F，W) Fa”, MA 
M(C) 是 递归 可 枚 举 的 。 

证 明 : 拉克 兰 的 想法 在 这 种 更 一 般 的 情形 中 同样 奏效 。 它 就 在 于 在 某 个 合适 
的 〈 多 种 类 ) 一 阶 语言 中 描述 条 件 C:“ 如 果 《〈EF，Wi,》 是 一 般 框架 (可 以 写 出 
三 个 闭 包 条 件 ) ， 它 满足 wa 以 及 p (这 也 可 以 写 出 来 ) ， 那 么 任意 一 般 框架 (F, 
W) GWE po” E 

如 果 a 在 所 有 框架 上 成 立 ， 那 么 M(C) EML。 对 于 五 的 特殊 情况 ， 拉 克 兰 
把 插值 定理 应 用 于 上 面 的 描述 ， 获 得 o 的 五 -等 价 公式 ， 从 而 证 明了 这 个 结论 。 
这 里 对 在 [30] 中 的 〈 仍 然 是 ) 五 的 特殊 情况 ， 我 们 偏向 一 种 更 为 一 般 的 方法 ， 
而 这 样 的 方法 还 有 待 发 现 。 

定理 13.4 令 了 是 在 所 有 框架 中 为 真 的 一 元 二 阶 逻辑 的 句子 的 集合 。 对 于 
条 件 C=“(F,W) HI” ,M(C) CM1. \ 

证 明 : 从 定理 8. 6 的 观点 看 ， 只 需 证 明 任意 公式 psM(C) 对 超 积 保持 。 因 
Ik, ZERE FHE o 的 框架 了 的 集合 |F lie} AI ERAI U, BEH F= 
HEIFFp。 为 弄 清 这 一 点 ， 把 这 些 同 样 的 框架 看 做 一 般 框 架 ( 了 ,PP( 用 ))， 考 虑 
这 些 框架 的 超 积 (F,W》 (参见 定理 4. 12 之 后 的 讨论 )。 从 这 条 定理 得 出 《F，W) 
Eo, o 在 所 有 因子 F, 中 真 。 此 外 ,本 由 在 所 有 框架 中 为 真 [从 而 也 在 所 有 一 般 框 
(F, PWD PH] 的 句子 组 成 , 它 在 (F,W) 中 真 。 BE, 由 于 pg eM(C),， 从 
mi Fe. E E 

对 于 上 面 定义 的 C,， 定 理 13. 4 蕴涵 所 有 类 MC) WAREM 中 。 但 是 ， 
它 的 逆 不 成 立 。 

引 理 13.5 Lp—MMp e M1 =- UM(C,) o 

证 明 : 定理 9.8 产生 Lp—MMp 的 Lo- EMAR J y( Rey A 3z(Ryz A Rxz) o {1B 
是 ， 现 在 考虑 下 面 的 一 般 框架 (F, W). WIN, Rai (m, n) | HEDER k, 
n=m+k|, W={XCIN|X 是 有 穷 的 或 余 有 穷 的 | 。 

(i) Lp 一 MMp 在 下 PREMS, 但是， 

(ii) Lp 一 MMp Æ (F, W) PRX, FH, 

(iii) (F, W) 满足 所 有 条 件 C,。 
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(i) 是 显然 的 。(ii) 由 下 述 事实 得 出 : WEF, V) Hlin], WAV) ERS 
的 ,因此 ，( 在 W 中 ) 是 余 有 穷 的 。 所 以 ,对 菜 个 m，{k|k 宇 mi CV(p), 并 
HERAF, V) FMWAp[n] 。 最 后 ， 由 一 个 老 老 实 实 的 演算 就 可 证 明 (证 ) 。 m 

更 重要 的 是 ， 定 理 13. 4 为 M1 提供 了 一 种 新 的 刻画 。 令 UV2 是 在 所 有 框架 中 
为 真 的 基于 L 的 一 元 二 阶 逻 辑 〈 即 疡 ) 的 句子 的 集合 。 

定理 13.6 WARE C= “(F, Wy》 EUV”, Ml =M(C)。 

WERA: JA 13.4 2) M(C) EMI。 对 于 相反 方向 ， 假 定 ge M1， 换 句 话说 ， 
对 某 个 -句子 a, Elp, a); RH, BRD, poo e UV, FH, WE 
(F, W) Eo, #8 (F, W) =UV, IBA (F, W) Egea, Am (F, W) 
Eas HFoBL,-AF, MAGE Fw， 再 次 根据 poo 属于 UV, FEQ, 

E 

已 经 证 明 的 结果 是 ， 一 阶 可 定义 的 模 态 公式 恰恰 是 这 样 的 公式 : 对 于 从 “ 尽 
可 能 像框 架 一 样 的 ”一 般 框架 到 基础 框架 的 转换 不 变 的 公式 [注意 ，13.6 的 证 
明 只 使 用 了 形 如 VYxVPi…VP,ST(p) oo 的 UP2- 原 理 ， 这 些 原理 等 值 于 一 个 
EiCR) -句子 和 一 个 IIi(CR) -句子 的 合 取 。 参 见 第 17 章 ] 。 

另 一 个 有 意思 的 保持 类 产生 于 如 下 选择 

C= “We Whe RRS.” 

注意 ， 这 个 条 件 蕴涵 前 面 定义 的 所 有 C.。 而 且 ，M(C) CMY (因为 ， 所 有 单 点 
集 是 使 用 参数 在 中 万 -可 定义 的 集合 ;参见 定义 9. 14) 。 另 一 方面 ，WM(C) + 
Mew， 引 理 13. 5 的 公式 [p>MMp 表明 这 一 点 (要 明白 这 一 点 ， 只 要 注意 那里 定 
义 的 集合 W 含有 所 有 单 点 集 ) 。 由 于 另 一 个 原因 ， 这 个 类 M(C) 也 是 有 意思 的 。 
模 态 公式 





LM’ T—L(L(Lp—>p) —>p) 

属于 M(C) (因此 属于 M%w ) ， 但 是 在 定义 6.4 的 意义 上 它 不 是 完全 的 ， 定 理 6.6 
中 证 明了 这 一 点 。 因 此 ， 它 与 完全 性 理论 的 明显 的 联系 不 成 立 。 正 如 萨 奎 斯 特 在 
[66] 中 表明 ， 定 理 9. 10 描述 的 所 有 模 态 公式 都 是 完全 的 。 由 于 所 有 这 些 公式 一 
BREMS 中， 因此， 所 有 在 Ms 中 的 公式 都 是 完全 的 这 个 猜想 似乎 是 合理 的 。 很 
不 幸 ， 上 面 的 公式 就 是 一 个 反例 。 

一 个 全 部 由 完全 的 公式 组 成 的 保持 类 的 例子 是 CAN， 它 定义 为 M(“《F，W) 
是 描述 的 ”) (参见 定义 6. 11) 。 但 是 ， 在 第 6 章 已 经 表明 : C4N&M1， 再 一 次 令 
我 们 失望 。 然 而 ，C4N 是 一 个 非常 重要 的 类 ， 它 将 在 第 16 章 中 得 到 进一步 的 
研究 。 

最 后 ， 保 持 类 给 予 我 们 M1 和 (在 定义 6.4 的 意义 上 ) C 的 一 些 有 意思 的 子 
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集 。 甚 至 MI 自身 都 被 刻画 为 一 个 保持 类 定理 〈13.6) 。 然 而 ， 对 于 C， 还 不 知道 
任何 类 似 的 结果 。( 从 对 应 理论 的 观点 看 ) 一 个 更 为 有 意思 的 集合 是 MWLmC， 根 
据 第 6 章 (8)，MINC=MIlNCAN， 因 而 它 可 写成 两 个 保持 类 的 交 。 所 以 ， 它 自 
身 是 一 个 保持 类 ， 即 M(“《F，W) EUN 或 者 (F, W) ERER”), ETR 
到 一 个 生成 保持 类 M1 OC 的 更 自然 、 更 精致 的 条 件 呢 ? 
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在 第 3 章 中 ， 引 入 了 模 态 公式 和 五 -公式 之 间 的 局 部 等 值 关 系 正和 全 局 等 值 
SRE (定义 3.11) 。 这 个 定义 可 以 推广 到 模 态 公式 集 工 和 LARE A。 也 有 
“混合 ”情形 ， 总 共产 生 四 种 组 合 : (i) p, a, (i) p，A，(ii) E, af Civ) 
>, A. $3 章 中 已 表明 ， 如 果 一 个 模 态 公式 (在 任何 一 种 意义 下 ) 等 值 于 0- 公 
式 集 A， 那 么 它 等 值 于 A 的 某 个 有 穷 子 集 ， 即 等 值 于 单个 -公式 (也 就 是 那个 
有 穷 子 集 的 合 取 ) 。 因 此 ， 在 某 种 意义 上 ,情形 Gi) 可 以 划 归 为 情形 (i). A 
一 方面 ， 情 形 (iv) 不 可 化 归 ， 因 为 下 面 这 样 的 王 和 A 存在 ， 即 它们 是 等 值 的 ， 
但 是 没有 单个 模 态 公式 或 五 -公式 定义 FRC XD) = FR(A)。 下 面 是 这 种 情形 的 一 
个 全 局 例子 [0 : 

X ={MLL OL. |i>1}, 
A=} Vx Ayl Rzy A735 2Ryz) > Y y( Ray J zRyz |i 1} o 
Z 
n 


a 
a 
N 


ntl 。 


图 14-1 
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利用 引 理 9.6， 显 然 E (2, A). WA, 没有 Ly WF a 定义 FR(A)。 因 为 ， 在 那 种 
情形 下 ，A 片 <， 因 此 ， 根 据 紧 致 性 ， 对 某 个 有 穷 的 A, CA，Ao 夺 gq。 另 一 方面 ， 由 于 
对 每 个 psA，ca 卢 5， 这 就 会 得 出 ， 对 每 个 5sA， MN 然而 ， 考 虑 图 14-1 中 的 框 
WF, = (W,, R) MAU RRA: ee W,={0, 1, ++, n, n+1, =, 
2n+1}, YE R, =1¢i,i4+1) |O<ixn-1} U{ (0, n4+1)}U{ <i, i+1) |n+1 
<ix2n}, 

很 容易 验证 ， 对 每 个 i (1 S<i<n), 

FEV «( dy(RixyA7 3zRy)— Vy(Rxy—™ IzRyz))o 
但 是 

F, H£ Vx( dy(R'xy An 本 zRyz) 一 Y7y(R xy 一 JzRyz)): 
看 0。 那 么 ， 显 然 没 有 A 的 有 穷 子 集 能 蕴涵 A 的 所 有 公式 。 最 后 ， 由 于 FR( A) 
不 能 用 单个 天 -句子 定义 ， 所 以 ， 它 不 能 用 单个 模 态 公式 〈 而 不 是 集合 宗 ) Æ 
义 。 因 为 ， 假 如 它 是 这 样 ， 那 么 FRC) 就 会 是 -初等 的 。 

唯一 余 留 下 来 的 情形 是 室 ，a。 很 不 幸 ， 这 种 情形 至 今 既 没有 归结 到 情形 
(i) ， 也 还 没有 证 明 是 不 可 归 约 的 。 因 此 ， 留 下 了 一 个 一 般 的 问题 : 

“是 否 存 在 定义 一 个 0- 初等 框架 类 但 是 不 能 使 用 单个 模 态 公式 定义 的 模 态 公 
式 集 ?” 

对 于 一 种 特殊 情形 ，( 证 ) THAS) (i): 也 就 是 这 样 一 种 情形 ， 一 个 五 -名 
子 等 值 于 一 个 在 [24] 的 意义 上 自然 的 集合 王 (参见 第 13 章 ) ， 也 就 是 从 使 得 
VxVy(YVP(Py—Px)—x =y) 

和 
V x V y( Y P(Py— 3z(RxzA Pz))—Rxy) 
成 立 的 一 般 框 架 到 基础 全 框架 时 保持 的 公式 集 。 E 

531814.1 如 果 对 于 一 个 自然 的 集合 之 和 一 个 五 -句子 a, ECL, a), MA 
对 某 个 模 态 公式 pp，E(p，o) 。 

证 明 : 这 条 引 理 可 以 利用 第 4 章 的 代数 方法 来 建立 。 我 们 考虑 与 于 中 公式 对 
应 的 多 项 式 等 式 的 集合 王 " ， 并 且 表 明 使 这 些 等 式 成 立 的 模 态 代数 的 类 {A |A 
EHE! 可 以 使 用 有 穷 多 个 这 样 的 等 式 来 定义 。 那 么 ， 相 对 应 的 模 态 公式 的 合 取 
HEX FRE). 

要 证 明 使 用 单个 多 项 式 等 式 可 以 定义 [AJA EE), RAWEA% 
(ALAE E" 对 超 积 封闭 。 因 为 ， 根 据 凯 斯 勒 对 初等 类 的 刻画 ， 使 用 单个 公式 
a (自身 不 一 定 是 多 项 式 等 式 ) 可 以 定义 [AIA LD), MERAH, Ha 
EY’ 的 逻辑 后 承 ， 因 此 ， 它 从 某 个 有 穷 的 。C Z "得 出 。 反 之 w Bid” 中 的 
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BME, PAAR, LEM 1A1AFZ h 

于 是 ， 对 于 每 个 iel, SAZI’, ES UÈI ERKE. BEH 
ThA, HD". MER 4 章 中 的 斯 通 表示 : 每 个 A, 同 构 于 SR(A,)*。 这 里 ， 
SR( A,) 是 一 般 框 架 《F,，W,) (参见 定义 4.5)。 而 且 ，SR(A,) 是 描述 的 ， 意 
思 是 ， 尤 其 上 面 提 到 的 两 个 二 阶 句 子 都 在 这 个 一 般 框架 中 成 立 。 注 意 ， 进 一 步 有 
(F, W) EE, 因此 , FHE, HA FHE a 

现在 ， 考 虑 超 积 (F, W) =Iy (E, W) lie 媳 (参见 定义 4.11) 。 根 
据 沃 斯 定理 ，” a 和 上 面 提 到 的 二 阶 句 子 都 在 (FE，W》 中 成 立 。 但 是 ，《(F，W) 
Hy, Aw, Bi, FED (SPAR), HAF Eo, 矛盾。 

最 后 ， 要 看 出 II,A, 包工 ， 只 需 注意 到 IT,A, = IMF, W)’ = (M/F, 
W,))* (根据 定理 4. 13) 。 = 

很 不 幸 ， 引 理 14. 1 并 没有 完全 解决 我 们 的 问题 。 如 果 E( 五 ，a) ， 那 么 于 不 
一 定 是 自然 的 。 的 确 ，FR(a) 不 一 定 能 够 用 某 个 自然 的 工 定义 。 例 如 ， 回 顾 这 
样 一 个 事实 〈 参 见 第 7 章 ) ， 对 下 面 的 p Ha, Ele, a): 

p = (Lp—LIp) ^ (LMp—MLp) 

a = Vx( Y y( Rey V z( Ryz—Rxz) ) A Vx dy Rey A Vz(Ryz—z =7)) 0 
(ESET EARNS, E(L.a). BA, p 在 定义 9.4 的 意义 上 是 完全 的 !w1。 因 
Ik, AMR ceEL, po. MU, Mtoe 器, pH yo BE, 必定 
是 自然 的 。 因 为 ， 假 定 它 在 某 个 满足 相关 条 件 的 一 般 框 架 上 成 立 ， 卫 也 将 在 这 个 
一 般 框 架 上 成 立 ， 由 于 王 是 自然 的 ， 所 以 它 在 基础 框架 上 成 立 。 那 么 ，a 显然 在 
PERY, Mk, op 也 在 那里 成 立 。 但是， 现在 就 有 一 个 矛盾 ， 因 为 从 定理 9. 17 
证 明 中 给 出 的 例子 得 出 ，p 不 是 自然 的 。 

关于 对 某 个 [0- 句 子 a 有 二 满足 8( 工 ，a) ， 唯 一 能 说 的 东西 是 ， 琶 ( 工 ) 也 
通过 典范 集 C(D) (参见 定义 6.11、6.8) 定义 (C(L) 是 典范 集 这 一 点 是 由 
于 它 是 一 阶 可 定义 的 和 完全 的 而 得 出 的 ， 参 见 推论 16. 7] 。 于 是 ， 上 述 e 的 例子 
RH, HENA MINER IBAA, E 

在 第 二 部 分 中 ， 等 值 关系 EE 和 E 的 “ 模 态 方面 ”以 M1 和 MI1 的 形式 得 到 了 研 
究 。 现 在 ,“ 谓 词 逻 辑 方面 ”是 研究 的 主题 。 回 顾 相 关 定义 〈 定 义 3.11)， 

Pl = ia |a 是 带 一 个 自由 变 项 的 五- 公式 ， 使 得 对 某 个 模 态 公式 p,E(o,a) |; 

P1 = ialae 是 六 -句子 ， 使 得 对 某 个 模 态 公式 p，E(p，a) | 。 

从 -的 观点 看 ， 局 部 概念 是 没有 什么 意思 的 ， 并 且 Pl 因此 较 少 引 起 注意 。 
主要 结果 是 全 局 类 Pl 的 语义 刻画 ， 这 个 结果 归于 戈 德 布 拉 特 和 托 马 森 ”] ， 参 见 
下 面 的 定理 14.7。 然 而 ， 我 们 从 某 个 关于 P1 的 简单 观察 开始 。 
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513814.2 WÈ a Fe 是 带 有 唯一 的 相同 的 自由 变 项 % 的 上 -公式 ， 那 么 

(i) 如 果 ae Pl 并 且 BePl, 那么 aABeP!l; 

(ii) 如 果 ae Pl 并 有 旦 BePl, 那么 aVBeP!l; 

Cii) WR aeP1, 那么 Vx(Ryxa) e Pl1， 只 要 yy 不 同 于 x。 

证 明 ; 根据 引 理 9.1 得 出 (i); Gi) 也 是 如 此 : MR Elo, a), HA 
Ey, B), WI o 中 的 命题 字母 换 成 不 在 yw 中 出 现 的 新 字母 。 这 样 就 产生 of’, 
FHE Vy, aV8) RA, WR EC, a), 那么 E(Lp, Yx (Ryx—a)) 
(参见 推论 9.2) 。 是 

引 理 14.3 Pl 不 对 否定 封闭 ，P1 不 对 受 限 特 称 量化 封闭 。 

证 明 : Rxx e Pl1， 因 为 E(Lp 一 p，Rxx)。 男 一 方面 ， 一 Rxx ePl。 这 一 点 从 
《IN，< 〉 的 例子 和 它 到 《10| ,1《0,0)1，) 上 的 p- 态 射 f 得 出 ， on 
对 所 有 ne IN,f(n) =0, 因 为 (IN, <) F = Rxx[0]。 但 是 (10} ,1(0,0)} 7 居 
一 Rxx[f(0)] (并 且 应 用 推论 2. 18)。 

(根据 推论 2.31) Vx3y(Rxy 信 Ryy) 不 在 Pl 中 的 证 明 ， 可 以 修改 这 个 证 明 
来 表明 3y(RxeyARyy) 不 在 Pl 中 。 这 就 证 明了 第 二 个 断定 。 E 

利用 定理 9. 8 和 和 定理 9. 10， 以 构造 性 的 方式 可 以 描述 Pl 的 一 个 重要 子 类 。 
这 里 将 只 证 明 一 个 非常 小 的 部 分 结果 。 首 先 ， 需 要 一 个 辅助 概念 

定义 14.4 一 个 V- 公 式 就 是 带 一 个 自由 变 项 的 -公式 ， 它 形 如 Ua， 这 里 
U 是 (可 能 空 的 ) 受 限 全 称 量词 序列 ， 并 且 a 是 只 有 原子 公式 和 布尔 算 子 A V 
出 现 的 五 -公式 。 

文献 中 出 现 的 许多 关系 条 件 都 可 使 用 VY -公式 来 表达 ， 例 如 ， 自 返 性 (Rxx), 
对 称 性 [ Vy(Rxy->Ryx) ] 和 传递 性 [ Vy( Rxy 一 Vz( Ryz 一 Rxz))]。 而 且 ， 给 定 

一 个 数 n， 没有 多 于 nn 个 R- 不 可 比较 的 尺 后 继 ， 这 种 经 常 提 到 的 性 质 也 是 这 样 可 
定义 的 : 

Vy (Ray, V yn (Ray, Y yasi (Rayani reon i T V Ryg) ) e) 

51 14.5 每 个 YV -公式 都 有 一 个 可 以 从 它 构 造 性 地 得 到 的 模 态 等 价 公式 。 

证 明 : 考虑 任意 的 Y -公式 Ua。 利 用 命题 分 配 律 ， 将 a 改写 成 原子 公式 的 析 
取 a WART HF Ua 等 值 于 贡 Va:， 根 据 引 理 14.2， 只 需 考虑 合 取 支 Ua。 
现在 将 Ua, 改写 成 形 如 “一 _ 受 限 竺 称 量词 序列 - 否定 原子 公式 的 合 取 ” 的 公式 
B;。 从 这 个 合 取 中 移 去 重复 的 合 取 支 ， 并 从 其 中 出 现 的 形 如 -1x =yY、”yY=x 的 
各 对 公式 中 去 掉 一 个 公式 。 最 后 ， 为 每 个 量词 提供 唯一 的 约束 变 项 。 

对 于 出 现在 B, 中 的 各 个 约束 变 项 y， 归 纳 地 构造 一 个 树 7T(y) 。 如 果 B, 中 没 
有 形 如 3z(Ryz 人 的 受 限 特 称 量词 出 现 ， 那么 T(y) 就 只 由 单个 结 点 y 构成 。 否 

- 115 . 


第 三 部 分 “ 模 态 可 定义 性 





WW, Ty) ÆA Ta), e, Tan) 通过 将 它们 的 顶点 联结 到 新 结 点 y 而 构造 
起 来 的 ， 这 里 z, ，…，z 就 是 3z(Ryz 人 在 BB; 中 出 现 的 变 项 。 公式 Vy( Rey 
Vu( Riu Vo(Ru>V Ryv))) 提供 了 一 个 例子 。 将 它 改 写成 -3y(Rxy 人 Ju 
(Reu A jv(Ruv 人 一 Ryv))) 就 产生 树 (图 14-2): 


T(v): TO): T(u): T(x): 


. y *y .y .y 








图 14-2 


对 于 树 T(x) 中 每 个 结 点 y〈 这 里 * 是 Ua 中 那个 唯一 的 自由 变 项 ) ， 归 纳 地 定义 
模 态 公式 mod(y) 为 下 述 公式 的 合 取 : 

Gi) 对 于 y 的 每 个 直接 后 继 z,，Mmod (z); 

(ii) 对 于 出 现在 6; 的 命题 母 式 中 的 每 个 公式 -Ryz ,Lp,,; 

(iii) 对 于 出 现在 B; 的 命题 母 式 中 的 每 个 公式 了 Rzy, py; 

Civ) 对 于 出 现在 B, 的 命题 母 式 中 的 每 个 公式 -y=z,g,,; 

(v) 对 于 出 现 于 pB; 的 命题 母 式 中 的 每 个 公式 了 z=y, 了 9g,; 
或 者 

(vi) 如 果 上 述 合 取 是 空 的 ， BAT. 
(命题 字母 Aq 的 下 标 表 明 对 相应 的 规则 选取 不 同 的 命题 字母 ) 例如， 在 上 述 
例子 中 ，mod(y) =Lp,,,mod(v) =~ p,,,mod(u) = M^ p,,,mod(x) = MM™ p,, 
A MLP „o 

等 值 于 Ua, 的 模 态 公式 是 ” mod(x*) 。 注 意 下 述 事实 就 很 容易 表明 这 一 点 ， 
即 对 于 所 有 的 框架 F = (W, R) MRAK weW, FKUalw), 5E, WF 
上 的 某 个 赋值 Y,，《F,，V) H| mod(x) [ww]。 因 此 ， 比 如 上 面 的 五 -公式 等 值 于 
一 (MM p,, \MLp,,), BIT MLp „LLP, o E 

下 面 将 要 研究 Pl 这 个 类 ， 它 有 更 优雅 的 模型 论 研究 。 注 意 P1 CP1 (对 于 
“Pl1CP1” 这 个 相反 的 结果 ， 似 乎 没有 非常 自然 的 表述 )。 像 Pl 一 样 ，P1 对 合 
取 和 全 称 量化 封闭 。 然 而 ， 它 不 对 析 取 封闭 。 例 如 ， 考 虑 VY xRxx 和 Vx Vy (Rey 
一 Ryx) ， 它 们 都 在 Pl 中 。 但 它们 的 析 取 VYxRxx V Va YY(Rxy 一 Ryx) 不 在 Pl P, 
因为 这 个 析 取 不 对 不 相交 并 保持 (例如 ， 这 个 句子 在 (101 ,名 ) 和 410,1}) ,| (0, 
0) ,《0,1》,《1,1)|) 中 都 成 立 ,， 但 是 在 它们 的 不 相交 并 中 不 成 立 ) 。 
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为 了 陈述 对 P1 的 语义 刻画 ， 下 面 的 概念 是 有 用 的 。 

定义 14.6 一 个 框架 类 K 是 模 态 可 定义 的 ， 如 果 存 在 某 个 模 态 公式 集 玉 使 
4% K=FR(}). 

定理 14.7 ( [31], BM 2.28) 如 果 一 个 框架 类 K 对 (I- ) 初等 等 价 封 
Al, 那么 K 是 模 态 可 定义 的 当 且 仅 当 K 对 生成 子 框架 、 不 相交 并 和 p- 态 射 像 封 
H, MERZ K 对 超 滤 扩充 封闭 。 

证 明 : 如 果 K 是 模 态 可 定义 的 ， 那 么 K AK 满足 提 到 的 封闭 条 件 ， 分 别 由 
推论 2. 12、 推 论 2. 15 、 推 论 2. 18 和 推论 2. 26 得 出 。 如 果 K AK 满足 这 些 封闭 
条 件 (这 蕴涵 K 也 对 超 滤 扩充 封闭 ， 由 定理 8.9 可 得 )， 那么 后 面 定理 16.5 的 
条 件 得 到 满足 ， 并 且 K 被 证 明 可 以 使 用 一 个 模 态 公式 集 定义 ， 这 个 集合 甚至 是 
典范 的 。 E 

对 于 由 一 个 模 态 公式 集 定义 的 Lo- ATP, ER 14. 7 BE 14. 8: 

推论 14.8 ”对 于 任意 的 五 -句子 w，awePl'， 当 且 仅 当 ，a 对 生成 子 框架 、 
不 相交 并 和 p- 态 射 像 保 持 ， 而 a 对 超 滤 扩充 保持 。 

对 于 P1'“ 本 身 (sec)”， 可 以 在 [30] 中 找到 一 种 语义 刻画 (定理 20. 10)。 
但 是 ， 所 涉及 的 其 他 概念 (“完全 超 积 ”) 就 不 像 以 上 出 现 的 那些 概念 那么 自然 
(和 优雅 ) 。 因 此 ， 这 里 从 略 。 

推论 14. 8 为 引 理 14.5 的 全 局 版 本 给 出 了 模型 论证 明 。 令 a 为 任何 形 如 Vp 
的 五 -句子 ， 这 里 B 是 定义 14.4 意义 上 的 V- 公 式 。 在 第 15 章 中 将 要 表明 ， 这 样 
的 公式 a 对 生成 子 框架 、 不 相交 并 和 p- 态 射 像 保持 。 而 且 ，- a 等 值 于 一 个 特 称 
的 0- 句子， 因而 对 超 滤 扩 充 保持 [利用 这 样 一 个 事实 ， 即 对 每 个 框架 FF，we(F) 
都 (EF) F 的 一 个 扩充 。 参 见 引 理 2.27] 。 当 然 ， 这 个 证 明 是 高 度 非 构 造 
性 的 。 
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在 本 章 中 将 证 明 -公式 相对 于 迄今 已 引进 的 框架 上 的 主要 语义 运算 的 一 些 
保持 结果 。 这 将 得 到 关于 Pl 和 P1 的 句法 信息 ， 正 如 从 下 面 的 推论 15.5 和 15. 6 
中 可 以 看 到 的 那样 。 实 际 上 ， 我 们 可 以 期 望 一 个 完整 的 刻画 。 不 过 ， 这 些 结果 没 
有 一 个 是 已 经 被 发 现 的 。 关 于 Pl 或 P1 的 隶属 关系 的 必要 句法 条 件 是 可 取得 的 ， 
但 必要 而 充分 的 条 件 则 不 可 。 实 际 上 ，Pl 和 P 是 否 至 少 是 递归 可 枚 举 的 这 一 问题 
还 是 未 解决 的 。 洛 伯 猜 测 ，M1 (M1) 和 Pl (P1) 是 互相 递归 的 。 这 将 使 对 M1 
的 算术 可 定义 性 的 怀疑 (表达 在 第 7 章 中 ) 转移 到 Pl1 上 。 另 一 方面 ， 也 不 要 指 
望 会 从 全 称 二 阶 语句 这 一 较 一 般 而 易 处 理 的 情形 中 得 到 任何 引 人 深 思 的 结果 (S 
看 定理 17. 10) 。 的 确 ， 不 存在 任何 Pl 到 这 领域 的 推广 。 

下 述 结果 的 证 明 主 要 在 于 构造 初等 链 ， 如 同 定理 3. 9 的 证 明 中 那样 。 饱 和 结 
构 同样 也 可 用 (参看 [17] ,第 5 章 ) ， 但 不 会 因 该 方法 包含 更 多 的 技术 细节 而 
带 来 任何 新 的 洞 见 。 

最 初 的 概念 和 结果 都 跟 Pl 有 关 。 

定义 15.1( 参 看 引 理 11.4) ”一 个 -公式 a =a(x1，…，%。) WERTE 
架 不 变 ， 是 指 对 于 所 有 的 满足 FCF 的 框架 Fi( =《W,R,)) 和 F,， 并 且 对 于 
RAR w, =, w, € Wi， | 

FE alm, =, w], XER, RR alw, +, w,lo 


定义 15.2 —hL-Bsta=alx,, +, x,) 是 对 p- 态 射 保持 的 ， 是 指 对 于 
所 有 的 框架 F,( =《W,R)) 和 F,、 PFAM FE, 到 F, 上 的 p- 态 射 f 以 及 所 有 的 ww， 
, w,EW,, 


4 Fi alw, t, w,ls 则 BEE alf(w,), oon) f(w,) lo 
定义 15.3， 令 了 是 一 个 含有 固定 的 二 元 谓词 常 项 R 的 一 阶 语言 。 世 的 受 限 正 
公式 就 是 从 上 和 原子 公式 ( 带 或 不 带 个 体 常 项 ) 利用 人 A、V、 受 限 全 称 量 词 
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Vy(Riy 一 和 受 限 特 称 量词 3y (Riy 人 (这 里 1 是 一 个 个 体 常 项 或 不 同 于 y 的 个 体 
变 项 ) 构造 起 来 的 公式 。 

定理 15.4 任意 一 个 Za- 公式 对 生成 子 框 架 不 变 并 对 p- 态 射 保持 ， 当 且 仅 
当 ， 它 逻辑 等 值 于 一 个 带 同 样 自 由 变 项 的 受 限 正 -公式 。 

证 明 : 从 右 至 左 的 方向 可 以 由 随后 两 个 断定 推出 ， 这 两 个 断定 都 很 容易 施 妇 
纳 于 公式 的 复杂 度 上 来 证 明 。L 的 任意 一 个 受 限 〈 正 ) 公式 都 对 生成 子 框架 不 
AE, Ly 的 任意 一 个 受 限 正 公 式 都 对 p- 态 射 保持 。 

现在 ， 令 hA asal, e, a) 对 生成 子 框架 不 变 ， 并 且 对 p- 态 射 保 
持 。 定 义 RP(a) 为 

18186=B(x,，…，x,) 是 满足 a 上 三 6 的 受 限 正 -公式 | 。 

将 要 证 明 的 是 RP(a) 上 厂 a。 在 此 之 后 ， 紧 致 性 定理 就 产生 蕴涵 a 的 有 穷 多 个 
Bi, > Bn €RP(a), Ail a BESEF p, A AB, 

于 是 ,假定 本 FERP(a) [wi，…，w,]。 附 加 新 的 个 体 常 项 w, ，…，w, 到 
L 中， 得 到 一 个 一 阶 语言 Li ， 并 通过 将 各 个 w, 解释 为 w, 而 把 Fi 膨胀 成 一 个 万 - 
结构 Ff, GER: 在 本 章 的 余下 部 分 ,，“L” 并 不 指 第 一 部 分 中 的 那个 一 阶 语言 ， 
而 只 是 指 在 相关 证 明 中 需要 的 某 个 纯粹 特 设 的 一 阶 语言 ) 。 

E = [wx ,… ,WAx,]al Uin B |e EEE FE `p 的 受 限 正 -语句 | 
的 各 个 有 穷 子 集 都 有 模型 。 否 则 ,将 对 如 所 描述 的 某 些 ~- Bae B, 有 [wi/ 
wi W,/%, JaF 7 (7B, As A7B,) MAL w,/x,,--,w,7/%, Ja FB, VV 
Bio (AEB, Ve VB, 是 一 个 受 限 正太- 语句。 此 外 ，a [L/w 7, (Bi 
VeVe) (每 当 必 要 时 将 Bl VeVe. 中 的 约束 变 项 x; 改名 即 可 ) (诸如 此 类 跟 
变 项 的 可 代入 性 有 关 的 小 细节 今后 都 将 予以 忽略 ) 。 换 句 话说 ， 

B= [x W, ,x /Ws | (Bi Ve VB) e RP(a); 

AmA F H plw w JAF BV VB, PPR OB... RED 
B, KOS. HABE A, LARN, WAG, MAREE, KEFE “F” 
和 “G”， 可 能 带 下 标 与 /或 上 标 ， 将 被 用 来 指 框架 ， 可 能 带 有 特 指 的 元 素 ) 。 这 
样 产生 下 述 情景 : 


框架 : Fi, F, 





第 三 部 分 “ 模 态 可 定义 性 








并 且 

Gi) G, -RP(L) - F; 这 记号 缩写 的 是 “L, 的 所 有 在 G 中 为 真 的 受 限 
正 语句 也 都 在 F, 中 为 真 "。 

从 这 -情景 开始 ， 将 构造 出 初等 链 F, Fa, oA Gl ，G,，…， 以 及 递增 的 
一 阶 语言 序列 万， 环 ，…。 总 的 方法 如 下 。 

令 语言 到 已 给 定 ， 并且 F, AG, WEG, -RP(L,) - F,。 对 于 满足 GE 
Rex[w] 的 到 中 的 各 个 个 体 常 项 c 和 G, 个 体 域 中 的 各 个 w， 附 加 一 个 新 的 个 体 
常 项 w lL, 中 ， 最 后 得 到 一 个 语言 0。 通过 将 各 个 w 解释 为 使 G, 膨胀 成 一 
个 五 -结构 Gio 

A = 1818 是 满足 CHE 的 受 限 正 L!- 语 句 | 的 各 个 有 穷 子 集 都 有 为 F, HE 


胀 的 模型 。 因 为 , 令 B11，…，B; e A， 含 有 来 自 -L 的 常 项 (总 计 ) 为 
Wie ty Wo PER L, 的 常 项 c,，…，c, 使 得 对 不 在 B,，…，Bs 中 出 现 的 变 项 
x, ty %, 有 


G,FERe,x, Av A Rex, A La Wi, sx/W,] (Bi Av AB) [iw mJ 

因此 ， 

GE 3x, (Rex, Av A Ax, (Rex, A [xw xw, ] (Bi Av AB) 6 
这 公式 是 一 个 受 限 正 怀 -语句 (!), AEF, 中 成 立 ， 由 G, -RPCL,) -F, 而 
得 。 由 此 易 得 所 要 的 断言 。 于 是 一 个 标准 的 模型 论 论证 现在 就 可 确定 A 有 一 个 模 
型 F.， 使 得 

(i) F, 是 一 个 六 -结构 ， 

(ii) F,<,Fi; BI, F, Æ F, A L, -初等 子 结构 ; 


以 及 
(iii) GL-RP (Ll) - Fie 

这 可 以 图 示 为 

框架 : F < F, 
| , a 
语言 : L L! L! 
图 15-2- 
接着 来 的 是 对 偶 的 构造 步 又 。 


对 于 满足 FIF-Rex[zw] 、 书 的 各 个 个 体 常 项 c ALF, 个 体 域 中 的 各 个 w， 附 加 
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一 个 新 的 个 体 常 项 ,到 L,， 最 终 得 到 工 ,,,。 通 过 将 各 个 ,解释 为 w 使 了 ,膨胀 
成 一 个 工 ,1- 结 构 F,,， (如 上 使 用 ,而 不 仅仅 使 用 w 就 变 得 很 清楚 了 ) 。 

T={> 6/8 是 满足 Fi 上 o p ZIRE La- WA) U {Reka | kL, -Lr 
中 的 常 项 | 的 各 个 有 穷 子 集 有 为 G 的 膨胀 的 模型 。 为 了 明白 这 一 点 ， 令 
了 Bl，…, 了 Be eT 并 考虑 任意 一 个 有 穷 集 Re ty Rekowo WR Bi, oo, 
一 Bs RASAT kamo o kot KEAT Lre -Ln 的 常 项 k,， 则 可 以 附加 相关 
的 Rekao AIE, TREBAT b, ，…， Bs 中 的 所 有 来 自己 -L 的 常 项 
ARTE kamo o keng Po WE, 假定 17 Bi, 0s D Bi Reka, s Reku) 
在 G, 的 任意 一 个 膨胀 中 都 不 是 可 满足 的 。 由 此 可 知 ， 对 任意 一 个 不 在 ” B, ，… 
7 B, 中 出 现 的 变 项 序列 x ，…，%,， 

GLE V x, Rew V x, (Rel 0) kuma Xs kew, | (Bi V V Bg) )…) 
而 且 ， 这 个 受 限 正己 -语句 在 FL PRZ. A, GL-RP(L,) - FL. 但是， 这 
45 Fi Rex, Av ARex, A laikomo tts % kw, | OBA AFB) [or 
w,] 矛盾 (这 结论 可 由 各 个 语句 Reka 在 F,, 中 成 立 这 一 事实 得 出 ， 即 RE 
Recixi[w] ， 并 且 据 所 设 可 知名 个 语句 -在 F,, 中 上 成立)。 

此 处 应 当 给 出 两 点 说 明 。 首 先 ， 用 常 项 ,而 不 用 w 是 为 了 避免 出 现下 述 情 
景 。 对 于 [7 B(w), Rew, Rew}, ERIKS PPAR Y y (Rey ( Rey 
B(Y) ) ) ， 这 不 是 一 个 受 限 正 公 式 。 换 一 种 说 法 就 是 ， 我 们 不 能 谈论 “共同 的 R- 
后 继 ": 17 BUbge)s Bka), Reka, Roka) 是 最 好 的 逼近 (SARME 
理 3.9 的 证 明之 后 的 说 明 ) 。 其 次 ， 如 果 在 上 述 讨论 中 考虑 没有 任何 语句 ” B 的 
极限 情景 ， 那 么 就 有 必要 利用 上 。 为 了 看 出 [Rokus Rezka) 是 在 Gs 的 一 个 
膨胀 中 可 满足 的 ， 我 们 假定 GIE V x, (Rex, Vx, (Rex, 1) +) Go BE 
实质 需要 定义 15. 3 PKLK Bb, RNR La 至少 有 一 个 满 
EFE, E o p 的 受 限 正 语句 p. 1 是 这 样 一 个 语句 ， 而 且 在 某 些 情形 下 〈 例 如 ， 
X F, a =({0],{(0,0)} AT) 也 许 还 是 唯一 的 一 个 。 

另外 ， 一 个 标准 的 模型 论 论证 将 确定 荆 有 一 个 模型 G, ,1 满足 

(i) Gu 是 一 个 上 ,1- 结 构 ， 

(ii) G,<uG,n, 
以 及 

Cii) G -RPCL,.1) - Frise 
这 可 以 图 示 如 下 : 


> 
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框架 ， OF, < F, F, 

c. Da B 

语言 : L Li, L'o Lan 
图 15-3 


HITA AA, aE E a a See F, ，F: ，… 和 G, 
G, ，…。 于 是 ， 塔 尔 斯 基 初 等 链 基 本 定理 的 若干 应 用 ， 与 最 初 在 a 中 所 做 的 假 
设 相 结合 ， 就 得 到 所 要 求 的 结论 FiEelw,, --, wil. 

首先 ， 因 为 G E [ w,/x,, °°, w,/%, Ja, 所 以 这 个 -语句 在 初等 链 G, 
G; ，… 的 极限 G 中 成 立 。 其 次 ， 考 虑 G 的 、 含 有 w, e, wo 的 最 小 生成 子 
框架 TC(G，wis，…，ws) 。 据 上 述 构造 过 程 可 知 ， 这 个 子 框 架 恰 好 是 G 的 那 
个 以 fc le ÆU, L 中 的 个 体 常 项 | 为 个 体 域 的 子 结构 。 由 a 对 生成 子 框架 的 不 
变性 ， 由 此 可 以 得 到 7TC(G，wis，…，w) E [Wi/x1，…，W/%x,] ao 现在 ， 
WH fc) = er MEXA TCG, w, e, W°) 到 链 Fl，F,，… 的 
极限 下 的 映射 /。 我 们 断定 f 是 从 TC(G, wf, e, W°) 到 TC(F, wi", oo, 
w, ) 上 的 一 个 p- 态 射 。 

由 下 述 事实 可 知 ,f 是 良 定义 的 : 如 果 cs =", 则 对 适当 大 的 me 有 ci 
eL, 和 co eL, Esh, BAG c =c。 因 此 ， 由 于 有 G, -RARP (L) -F,, 
故而 有 了 ,FF cg =e, AMA FE c =c。 

f 为 到 上 的 映射 这 一 结论 可 从 这 样 的 观察 结果 得 出 : TCE, wi", oo, w, ) 
的 个 体 域 等 于 |c 1c 是 UL 中 的 个 体 常 项 } 。 

f 为 同 态 的 这 一 结论 同上 可 得 。 如 果 G 瞩 Reic,， 则 对 适当 大 的 ne IN FG, 
E-Re,c,, AMA FE Re,c, (JFELFEERe,c,), FW Rec, ARER CGEA c, = 
C2 那样 )。 

WEF EERc xl v], WXU, 中 的 某 个 个 体 常 项 c。 有 v=c, (回顾 一 下 语言 
L, 的 构造 : BEDE, ,就 合用 ) ， 从 而 (由 G Re, k,,, PIA) kag? 是 所 要 求 的 、c” 
的 R- 后 继 ， 由 f 映 到 vz 上。 这 证 实 了 /为 p- 态 射 。 

最 后 ， 由 于 a 对 p- 态 射 像 保 持 ， 故 而 TC (F, w", e, wW) E 
[w,/x,, 7, W,/x,] Qa, 并 且 (再 次 利用 a 对 生成 子 框架 不 变 的 ) FE [lLw/ 
a1, e, W,/%, loo 据 塔 尔 斯 基 的 定理 可 得 Fi 所 [W oo, Wta, 所 以 ， 
最 后 有 了 ,Fa[w，…，wn。]。 a 
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推论 15.5 PI 中 各 个 公式 逻辑 等 值 于 一 个 带 有 同样 自由 变 项 的 受 限 正 -公式 。 

证 明 : Pl 中 任意 一 个 公式 对 生成 子 框架 不 变 ， 而 且 对 p- 态 射 像 保 持 ， 因 为 
定义 它 的 模 态 公式 就 是 如 此 (参看 定义 2.2 和 推论 2. 18), | 

下 面 一 系列 的 概念 和 结果 都 跟 Pl 有 关 。 

定义 15.6 一 个 6- 语句 a 对 生成 子 框 架 保持 ， 是 指 对 于 所 有 的 满足 下 ， CF, 
的 框架 F, ALF, MA, £F, =a, WWF Has 

定义 15.7 对 任意 一 个 包含 L WBE L, ARERI [公式 就 是 上 中 
的 从 原子 公式 及 其 否定 利用 和信 、V 、Y 和 受 限 特 称 量词 J yRiy A) 构造 起 来 的 公 
式 ， 这 里 上 是 个 体 常 项 或 不 同 于 y 的 变 项 。 

定理 15. 8 一 个 -语句 对 生成 子 框架 保持 ， 当 且 仅 当 它 等 值 于 一 个 特 称 
受 限 -语句 。 

证 明 : 这 个 证 明 的 实质 想法 类 似 于 定理 15.4 证明 中 的 那些 想法 。 因 此 ， 现 
在 的 阐述 将 是 较为 概略 的 ， 只 着 重 阐述 一 些 新 的 考虑 。 

首先 ， 如 果 a 是 一 个 所 带 自由 变 项 为 x, ，…，x, 的 特 称 受 限 [0- 公式 ， 那 么 
对 所 有 满足 F， CF, 的 框架 Fi( =(W,,R)) AF, 以 及 所 有 的 Ww,，…，w,e WW 
都 有 : F Halw, =, wl, WE HEelw, =, w] (利用 限制 于 a 的 结构 的 
归纳 法 就 可 以 ) 。 于 是 ， 显 然 ， 本 定理 的 一 半 已 经 得 到 证 明 。 

现在 ， 考 虑 任意 一 个 对 生成 子 框架 保持 的 五- 语句 a。 令 ER(a) 为 {8618 是 
满足 a EB 的 特 称 受 限 -语句 | 。 为 了 建立 本 定理 的 另 一 半 ， 只 需 证 明 ER (a) 
Ha 就 可 。 

从 满足 FoFER(a) 的 了 开始 〈 要 求证 明 的 就 是 BFa) ， 构 造 出 两 个 初等 链 
Fy, F,, Fy, FG), G, Gy, ，…。 仅 有 的 突出 点 是 构造 原则 和 最 终 的 推理 。 

B46, ja} u fm B18 是 满足 FE p 的 特 称 受 限 -语句 | 的 各 个 有 穷 子 
集 都 有 模型 ， 正 如 (此刻) 用 一 个 熟悉 的 论证 可 证 明 的 那样 。 令 G, 是 整个 集 的 
一 个 模型 。 这 提供 了 构造 初等 链 的 出 发 点 ， 见 下 面 的 图 示 , 这里，(i) F, AIG, 
都 是 -结构 ， 并 且 (ii) Gu -ER (a) -Fo， 即 在 Gu 中 为 真 的 各 个 特 称 受 限 L。- 
语句 也 都 在 F。 中 为 真 。 





框架 : Fo 


语言 : Lo 
图 15-4 
其 次 , SF, G, 和 ,已 经 构造 出 来 并 使 得 F, 和 G, 是 满足 G, -ER(L,) -F, 
的 -结构 。 对 工 , 的 各 个 个 体 常 项 c AG, 个 体 域 中 满足 GE Rex[w] 各 个 w， 附 
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加 一 个 新 的 个 体 常 项 w 到 L, 中 ， 最 终 得 到 一 个 语言 证 。 然 后 通过 将 各 个 w 解释 zz 
使 G, 膨胀 成 一 个 大 结构 Gio 

A-1818 是 满足 GIFB 的 特 称 受 限 已 -语句 | 的 各 个 有 穷 子 集 都 有 一 个 为 
F, 的 膨胀 的 模型 。 为 了 明白 这 一 点 , SB, oo, Bee A MARA L -L 的 常 项 
(总 计 ) Hw, wo BA, HEMI -党 项 c,，…，c, 和 不 在 Bl，…，pB， 
中 出 现 的 个 体 变 项 x，…， x Ia (Rex No A Fa, (Rex, AN [zi/ W/W] 
(Bi 人 … 和 人 Bi))…) 在 G, 中 成 立 ， 因 而 这 个 特 称 受 限 L- 语 句 也 在 F 中 成 立 ， 如 
此 等 等 。 由 此 可 知 ，A 有 一 个 为 中 -结构 的 模型 Fi ，E! 是 F, 的 一 个 -初等 扩 
X, 并 且 满 足 G! - ER(LI) - Fl。 此 情景 可 图 示 如 下 : 


EA: F, < F! 

d o PA 

语言 : L Li Li 
图 15-5 


现在 ， 转 向 下 面 的 那个 初等 链 。 对 F, 个 体 域 中 的 各 个 世界 w， 附 加 一 个 新 
的 个 体 常 项 wa L 中 ,最 终 得 到 一 个 语言 L,,1。 将 F 膨胀 成 一 个 L, ,1- 结构 
F,,,。 BA, TP =(7 B18 是 满足 ,三 T B 的 特 称 受 限 L,,- 语 名 | U | Rew 1c 是 
L 中 常 项 , wÆ La- L 中 常 项 , HEE, Rew) 有 一 个 为 G 的 膨胀 的 
模型 。 

对 所 描述 的 ” B，…， By, 和 Rew，…，Rew,， 论 证 如 下 继续 。 令 
v.07, VÆRE La- L 的 常 项 ,在 ” Bi ，…， 了 ” Bi PRR, BEEE Ww, 
w, 之 中 。 于 是 ， 假定- g Ae An BARcwA 人 …ARcw, 不 在 G, 的 任意 一 个 脱 
胀 中 可 满足 。 那 么 ， 对 不 在 这 一 公式 中 出 现 的 变 项 和 oe, eM ot Yo 

GEE Vy Yy Yare Va CL 7 9 EW, 

V/V/V] (BIV VB Rew, Ve Va Re,w,) ) 
但 是 ， 由 于 这 是 一 个 特 称 受 限 的 号 -语句 ， 故 而 它 也 必须 在 F, 中 成 立 ， 这 矛盾 于 
这 些 公式 上 的 所 设 。 由 此 可 知 ，T 有 一 个 为 上 ,结构 的 模型 G,,, ， G, Æ G, 的 
一 个 已 -初等 扩充 ， 并 且 满 足 G,,, - ER(L,,1) - F,,,。 用 图 像 来 说 ， 这 相当 于 下 
面 的 图 示 : 


. 124- 


15 一 阶 公式 的 保持 结果 





框架 : F < F}, F, 
| a | 
语言 : Ly Lio Li Ln 
图 15-6 


余下 要 做 的 就 是 最 终 的 推理 。 由 于 GoFFa， 故 而 a E G, G, G, -W 
极限 G 中 成 立 。G 的 那个 以 [1 |c UL, 中 的 常 项 } 为 个 体 域 的 子 结构 G' 是 
G 的 一 个 生成 子 框架 ， 据 这 些 常 项 在 结构 FP 的 构造 过 程 中 的 选取 方式 而 得 。 那 
4, a 在 G’ 中 成 立 ， 因 为 它 对 生成 子 框架 保持 。 

现在 定义 一 个 从 G' 到 链 F。，F, ，F,，… 的 极限 下 的 映射 f: 设 f(c*) = 
c"。 容 易 验 证 f 是 G'* 和 下 之 间 的 一 个 同 构 [利用 U,L, 的 每 一 个 在 G 中 为 真 的 
每 一 个 原子 公式 (或 其 否定 ) 也 一 定 在 下 中 为 真 ( 据 构造 过 程 而 得 ) 的 事实 ， 
以 及 下 中 各 个 对 象 在 U, L 中 有 名 字 (也 据 构 造 过 程 而 得 ) 的 事实 ] 。 因 此 ，F 
Fa, MAMA Fao E 

定义 15.9 一 个 石 - 语 句 a 是 对 p- 态 射 保持 的 ， 是 指 对 于 任意 的 框架 F 及 
其 p- 态 射 像 F, 9 E F =a, 则 F, =a 

EX 15.10 对 任意 一 个 包含 MEA L, APARRA ELAR 
( 稍 有 点 误导 地 ， 可 简称 为 全 称 受 限 正 天 公式 ) 就 是 上 的 从 原子 公式 和 利用 
八 、V、 导 、VY 和 受 限 全 称 量词 Vy( Riy 一 构造 起 来 的 公式 ， 这 里 上 是 不 同 于 y 的 
个 体 常 项 或 变 项 。 

下 述 绪 果 可 以 跟 林 登 的 同 态 定理 相 比较 凸 ] 。 

定理 15.11 一 个 五 -语句 对 P 态 射 保 持 ， 当 且 仅 当 它 等 值 于 一 个 全 称 受 限 
iE 6- 语句 。 

证 明 : 这 论证 类 似 于 前 一 论证 。 仅 有 的 差别 如 下 。 

(i) 给 定 -结构 F,，G, 使 得 在 G, 中 为 真 的 各 个 全 称 受 限 正 L,- 语 名 也 都 在 
F, 中 为 真 。 可 以 为 G, 个 体 域 中 的 各 个 w 附加 一 个 常 项 w， 最 终 得 到 一 个 语言 L 
(由 于 非 受 限 量词 的 出 现 ， 故 而 没有 必要 注意 那些 对 某 个 L- A e fH GF Rex[ w ] 
成 立 的 w)。 很 容易 证 得 ， 各 个 由 在 膨胀 结构 G 中 为 真 的 -语句 组 成 的 有 穷 集 ， 
EF, 的 某 个 膨胀 中 得 到 满足 ， 等 等 。 

(ii) L2 F., G, 如 同 在 (i) 中 那样 给 出 ， 同 时 F, 是 F, 的 一 个 L,- 初 
等 扩充 ， 使 得 在 G, 中 为 真 的 各 个 全 称 受 限 正 -语句 也 都 在 Fi 中 为 真 。 现 在 
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我 们 必须 附加 两 种 新 的 个 体 常 项 。 首 先 ， 对 各 个 环 - 常 项 c 和 F 个 体 域 中 满足 
F =E Rex[w] 的 各 个 ww， 附 加 一 个 新 的 常 项 k, (这 些 常 项 用 来 保证 所 要 定义 的 、 
从 链 极限 G 到 链 极限 了 的 映射 满足 p- 态 射 定义 中 的 “ 反 向 ”条 款 )。 此 外 ， 对 
F, 个 体 域 中 的 各 个 w， 附 加 一 个 新 的 常 项 w (以 便 保 证 同一 个 映射 成 为 到 上 
的 )。 这 样 产 生 一 个 语言 L, ,1。 由 在 膨胀 结构 也,,: 中 为 真 的 全 称 受 限 正 六 ,语句 
的 否定 组 成 的 各 个 有 穷 集 ， 并 上 由 形 如 Reku (X Lasi -L PÉI ku) WL, 
句 组 成 的 一 个 有 穷 集 ， 有 一 个 为 G, 的 膨胀 的 模型 。 这 个 结论 是 由 归 廖 法 证 明 的 ， 
利用 在 构造 全 称 受 限 正 语句 时 受 限 和 不 受 限 的 量词 二 者 都 允许 被 使 用 的 事实 。 

(iii) 链 极限 G AF 是 作为 U, L ATARE AAG Ea, 所 以 G Ea, 
像 上 述 证 明 中 那样 的 、 从 G 到 下 的 映射 /被 证 明 是 一 个 到 上 的 p - 态 射 (检查 构 
造 过 程 可 得 ) 。 那 么 显然 有 了 Ea, Mita FE a。 E 

对 不 相交 并 保持 的 情形 已 经 证 明 是 较 难 处 理 的 。 此 时 必须 同时 构造 多 个 初等 
链 系 统 。 此 外 ， 句 法 上 的 表述 也 不 那么 精致 。 注 意 ， 例 如 ，Vx dyRey 是 对 不 相 
交 并 保持 的 〈 正 如 Vx dyRyx 那样 1) ， 而 VxVyRxy 则 不 是 。 事 实 上 ， 我 们 只 不 
过 有 下 述 猜测 而 已 : 

一 个 五 -语句 对 不 相交 并 保持 ， 当 且 仅 当 ， 它 等 值 于 一 个 形 如 Vxe 的 语句 ， 
这 里 a=a(x) 是 从 原子 公式 及 其 否定 利用 和信、V 、3 和 形 如 VYy(Riy 一 或 者 
Vy (Ry 一 的 受 限 全 称 量词 构造 起 来 的 一 个 公式 ; 这 里 上 是 一 个 个 体 常 项 或 者 一 
个 不 同 于 y 的 个 体 变 项 。 l 

代 之 的 是 处 理 模 态 公式 的 下 述 性 质 (参看 推论 2. 15) 。 

定义 15, 12 一 个 -语句 为 对 不 相交 并 不 变 ， 是 指 对 于 所 有 的 框架 集 |F, | 
iell, Z {F,| ie } Fa, HK, 对 于 所 有 的 ie 了 都 有 下, 瞩 ao 

定义 15.13 ”对 任意 一 个 包含 的 一 阶 语言 L， 双 向 受 限 的 Lo- 公式 就 是 上 中 的 
所 有 这 样 的 公式 : 量词 在 其 中 的 所 有 出 现 都 依照 Vy(Ry 一 、Vy(Ryt 一 、4y(Rey 信 
和 3y (Ry 人 的 形式 而 受 限 ,这 里 t 是 一 个 个 体 常 项 或 者 一 个 不 同 于 y 的 个 体 变 项 。 

定理 15.14 一 个 -语句 对 不 相交 并 不 变 ， 当 和 且 仅 当 ， 它 等 值 于 一 个 形 如 
Yxa 的 五 -语句 ， 这 里 a = a(x) 是 一 个 双向 受 限 的 -公式 。 

WER: 令 |F, | iel) 是 任意 一 个 框架 集 ， 并 令 对 某 个 jeT 有 wi,…，w， 
e W。 对 于 各 个 双向 受 限 的 0- 公 式 @a=a(xi,…,%,), LIF biel] Fal G, 
w), =, G, w], HER, FH a[ wi ,…, w] 〈 施 归纳 于 a 的 复杂 度 可 
得 ) 。 断 定 上 述 Yxa(x) 为 对 不 相交 并 不 变 的 断言 由 此 作为 一 个 直接 的 推论 
而 得 。 

MES a 是 任意 一 个 对 不 相交 并 不 变 的 -语句 。 定 义 2R(@a) H {VBB 
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=B(x*) 是 满足 a FV xB 的 双向 受 限 的 -公式 | 。 将 要 证 明 的 是 2R(@) Fa, 


然后 ， 据 紧 致 性 可 知 ， 对 于 2R(a) 中 的 有 穷 多 个 语句 Vx1B;，…，VxiB:， 有 
Vabo ce, Vap E a. EHAR AREETA E 2R(a) 中 的 公式 
VxB.', very V xB,', 它们 也 蕴涵 Qo 由 此 可 知 ， a 逻辑 等 值 于 VB Ac A 


V zB ， 即 等 值 于 VYx(B,' AAB), XRT ER ARAB AT 

作为 一 个 出 发 点 , SEE 2R(a). BAK, (而 且 的 确 是 任意 一 个 框架 ) 可 
以 被 认为 是 ( 同 构 于 ) 它 的 成 分 的 一 个 不 相交 并 。 按 此 说 法 ，F! 的 极 小 子 框架 
是 指 对 R- 前 驱 和 RR- 后 继 封闭 的 那个 极 小 的 子 框架 。 事 实 上 ， 在 任意 一 个 框架 F 
(=(W,R)) 中 ,各 个 we 多 生成 一 个 成 分 也 GE (F, w), CEF 的 一 个 以 WW 为 
MERTER, W, 的 归纳 定义 如 下 。So(w) = fw}, S =S, (w) U lveWIl 对 
某 个 ue 5,(w) 有 Rw 或 Rou| (参看 定义 2.7) W, =uyU, S (w) E, FH 
各 个 成 分 是 的 一 个 生成 子 框架 ,但 逆 之 不 成 。 另 外 要 注意 ， 如 果 ve W, I 
ATC (F,v) =TC (F, w), 

理解 这 一 点 以 后 ,将 F) 按 某 种 方式 写成 它 的 成 分 的 一 个 不 相交 并 。 人 比方 说 ， 
Fo = 了 工 |Foul we 由 ， 这 里 7 被 包含 于 F 的 个 体 域 ， 并 且 Fo, = 了 C (Fi, w)。 于 
是 ， 考 虑 任意 一 个 Fl,。 附 加 一 个 常 项 w 到 Z 中 得 到 工 ,， 并 通过 使 w 解释 为 ww 
而 将 Fi 膨胀 成 一 个 L- 结 构 Fo,。 对 于 所 有 的 we 了 都 贯彻 这 一 过 程 ， 最 终 产生 
F, 的 一 个 膨胀 F。(Fo = 于 {Fo 1 we 了)， 它 对 各 个 we 了 而 言 都 是 一 个 L- 结 
o lal U {B818B 是 满足 F。 瞩 B 的 一 个 双向 受 限 的 L- 语 句 | 的 各 个 有 穷 子 集 
都 有 模型 (到 现在 ,证 明 这 个 结论 的 论证 应 该 是 例行公事 了 ) ， 因 而 整个 集 有 模 
AG, 顺便 说 一 下 ， 注 意 并 不 存在 任何 一 个 双向 受 限 的 石 -语句 ， 但 常 项 w 使 
得 所 中 可 能 有 这 样 的 语句 ) 。 定 义 G0 为 由 所 有 依 此 方式 得 到 的 G,(we 1) 所 组 
成 的 集 。 为 统一 起 见 ， 上 述 的 “L,” 记 成 “L(G,)”。 那 么 我 们 已 经 达到 下 述 
出 发 点 。 

(i) WH GeGO, G-2R(L,(G)) -Fo; Bl L(G) 的 各 个 在 G 中 为 真 的 
双向 受 限 语句 也 在 Fo 中 为 真 ; 

(ii) 对 GO PRAH G, 语言 L(G) 有 不 相交 的 个 体 常 项 集 ; 
并 且 

(iii) 对 G0 中 各 个 G， 来 自己 (G) 的 所 有 常 项 都 各 自在 F, 的 单独 一 个 成 分 
中 得 到 解释 ， 而 且 没有 来 自 不 同 语言 m(G') 的 常 项 的 解释 在 该 成 分 中 出 现 。 

一 般 的 构造 从 刚才 所 描述 的 情景 开始 ， 但 是 是 就 任意 的 n (而 不 是 1) 而 
作 的 。 

考虑 任意 一 个 Ge Gn。 对 各 个 L(G)- 常 项 c。 和 G 个 体 域 中 满足 G H Rex V 
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Rxc[w] 的 各 个 个 体 ww， 附 加 一 个 新 的 常 项 w 到 L(G) 中 。 这 样 最 终 产生 一 个 语 
言 己 (G) ， 并 且 可 以 通过 使 各 个 w 解 释 为 w 而 将 G 膨胀 成 一 个 L(G) -结构 G!。 
这 个 过 程 相应 于 所 有 的 G e Gn 进行 下 去 ; 但 记 住所 选取 的 新 常 项 w 使 语言 
LL(G) 保 持 不 相交 。U6。6。|1B1B EEC 中 为 真 的 双向 受 限 LCG) 语句 | 的 各 
个 有 穷 子 集 都 有 为 F, 的 膨胀 的 模型 [利用 双向 受 限 L(G) -语句 对 两 种 受 限 特 
称 量化 都 封闭 这 一 事实 ] 。 因 此 ， 整 个 集 有 一 个 模型 F!， 使 得 对 各 个 Ge Gn, 

(i) 是 一 个 忆 (G)- 结 构 ; 

Gi) F, Æ F 的 一 个 L，(G)- 初 等 子 结构 ; 

Gii) G -2R(L (G)) - Fi; 

并 且 

(iv) 书 (G) 的 所 有 常 项 都 各 自在 F 的 单独 一 个 成 分 中 得 到 解释 [ 即使 来 自 
L(G) 的 那些 常 项 有 解释 的 那 一 个 ] 。 

对 于 另 一 方向 ， 现 在 再 考虑 任意 的 Ge Gn。 为 F 个 体 域 中 所 有 那些 使 得 对 
L(G) 中 某 个 常 项 。 有 FUE Rer V Rxc[w] 的 元 素 w 取 新 常 项 w， 最 终 得 到 
L(G)。 此 外 ， 对 于 FF' 的 各 个 迄今 还 未 有 常 项 的 解释 出 现 的 成 分 ， 任 取 该 成 分 
中 的 一 个 元 素 w 并 附加 一 个 新 的 个 体 常 项 w BL, 中， 得 到 新 语言 [。。 通 过 使 各 
个 新 的 w 解释 为 相应 的 如 将 F. 膨胀 成 所 有 这 些 膨胀 语言 的 一 个 结构 F, ,1。 相 对 
于 最 后 提 到 的 上 ， 重 复 证 明 开始 时 的 过 程 。 然 后 ， 对 各 个 已 (G) ， 考 虑 由 所 有 
在 下 中 为 真 的 双向 受 限 已 ( G) -语句 所 组 成 的 集 。 如 同上 面 一 样 ， 这 个 集 的 各 
个 有 穷 子 集 都 有 为 C 的 膨胀 的 模型 [利用 已 (G)- 语 句 对 否定 封闭 这 一 事实 ] 。 
因此 ， 整 个 集 有 模型 G: 满足 

(i) G? 是 一 个 已 (G)- 结 构 ; 

Gi) G' Æ G 的 一 个 以 (G)- 初 等 子 结构 ,并且 

Gii) G? -2R(Ż (G)) - Fo 

L(G) WEH “L,.,(G)”, FX Gln + 1) 为 由 以 上 所 得 的 所 有 结构 
Gz(G eGn) 和 G。 组 成 的 集 。 这 样 ， 在 ”标记 的 情形 中 发 生 的 一 切 在 ”+1 所 标 
记 的 情形 中 都 在 此 出 现 。 

这 构造 产生 一 些 初等 能， 各 链 从 某 个 Gn 中 的 某 个 G 开始 ; 链 的 极限 为 
C(G)。 由 (所 用 公式 集 的 ) 构 造 直 接 可 知 ，C(G) 是 一 个 UL,(G)- 结 构 ，UL,(G) 
中 所 有 常 项 的 解释 在 其 中 形成 一 个 成 分 C'(G)。 

此 外 ， 这 些 成 分 的 不 相交 并 G* 同 构 于 链 Fu ，E, ，F, ，… 的 极限 F (明显 的 
同 构 是 像 在 前 面 的 证 明 中 那样 证 明 的 ) 。 于 是 ， 据 构造 可 知 ， 对 各 个 Gn 中 的 各 
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个 G 有 G Fa, 因而 有 C(G) 片 a。 据 a 对 不 相交 并 不 变 ， 有 CC) Ea; 从 
而 同样 的 理由 可 得 ，G 上 请 ma。 由 此 可 知 F Ee, MMA FE ao | 

尽管 还 未 能 证 明 所 期 望 的 关于 不 相交 并 的 保持 结果 ， 但 已 经 找到 一 个 组 合 的 
REM Pl 的 预定 应 用 (参看 定理 15. 4)。 

定理 15. 15 一 个 mm- 语 句 对 生成 子 框架 、 不 相交 并 和 产 态 射 保持 ， 当 且 仅 
当 ， 它 等 值 于 一 个 形 如 VxB 的 -语句 ， 这 里 ，B =B(x) 是 一 个 受 限 正 五 -公式 。 

WEAR: 从 右 至 左 的 方向 直接 由 前 面 的 观察 而 得 。 对 于 相反 的 方向 ， 假 设 Ly- 
语句 a 是 对 生成 子 框架 、 不 相交 并 和 p- 态 射 保持 的 。 将 要 证 明 的 是 天 (a) Eo; 
XE RP (a) =| VxB1B=B(x) 是 一 个 满足 a & Ve 的 受 限 正 -公式 | 。 如 同 
在 定理 15. 14 的 证 明 中 一 样 ， 这 将 产生 所 要 求 的 a 的 等 值 式 。 

考虑 任意 一 个 满足 Fo 上 RP(a) 的 Fo。 为 Fo 个体 域 中 各 个 w RET w, 这 
样 产生 语言 LLU {wi 。 通 过 将 各 个 w 解释 为 w 使 了 脱 胀 成 一 个 UL,- 结 构 
Fo FÆ, XHIEX w, T,= ja} U "B18B 是 一 个 满足 Fo 上 厂 一 pB 的 受 限 正 L- 语 
句 | 的 各 个 有 穷 子 集 都 有 模型 。 否 则 的 话 ， 例 如 ，{a，-B,,，…， B) 没有 模 
型 。 换 旬 话 说 ,a FBV VB, AmA a & Vx[x/w](B1V…VB,)。 但 是， 
另 一 方面 ，Fo 上 Vx[x/w](B,V…VBi)[ 这 个 语句 是 在 RP (a) 中 的 ]; 矛盾 于 
FE [s/w] CBA ABl] 的 事实 。 由 此 可 知 , T, 有 一 个 模型 G,。 定 
X LiG, A L. FEX GO 为 由 所 有 以 此 方式 得 到 的 G, 所 组 成 的 集 ， 这 样 产生 
下 述 出 发 点 。 

对 各 个 Ge GO, 

(i) Fo 是 一 个 LIG} -结构 ; 

(ii) G-RP(L,(G)) - F。[ 这 里 的 关系 “ -RPCL) - ”是 在 定理 15.4 的 证 
明 中 定义 的 ] ， 并 且 

(iii) 对 GO 中 各 个 不 同 的 结构 G， 各 个 语言 Ze(G) 有 不 相交 的 个 体 常 项 集 。 

再 一 次 ， 将 构造 出 一 些 初 等 链 ， 依 据 下 述 原则 而 作 。 

& Gn, F, 以 及 对 各 个 Ge Gn 有 一 个 上,(G) 都 已 给 定 ， 并 使 得 上 述 三 个 子 
句 在 “0” 换 成 “n” 后 仍 成 立 。 考 虑 任意 Ge Gn。 对 G 的 个 体 域 中 各 个 满足 对 
某 个 L(G)- 常 项 < 有 G F Rex[w] 的 w， 附 加 一 个 新 常 项 w SIL, (GG), mA 
得 到 语言 (GG)。 然 后 通过 使 各 个 w 解释 为 w 就 可 将 G 膨胀 成 一 个 L(G)- 结 构 
G!。 对 各 个 Ge Gn 重复 这 一 过 程 ， 务 必 使 不 同 语言 L(G) 的 个 体 常 项 集 互 不 
相交 。 

HE, 令 A,(G) 是 由 所 有 在 G' 中 为 真 的 受 限 正 L(G)- 语 句 组 成 的 集 (G 
EG,)o A, = UA, (G), BAA, 的 每 个 有 穷 子 集 都 有 为 F, 的 膨胀 的 模型 。 
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Ault, BB, +, Ba EA (G), oe , Br, , BLE A,(G,). SB, 
B6 所 含 来 自己 (G) -L,(G,) WEMA w, =, weee Se, e, pl 
所 含 来 自己 (G。) -L(G HRT wW, =, wo ÈE, 没有 一 个 常 项 wi 可 
以 等 于 一 个 常 项 wt GR ix k); AAAA LCG), =, LCG.) 的 个 体 常 项 
集 互 不 相交 。 所 以 ， 只 需 证 得 各 个 独立 的 集 Bi ，…，Bi 有 为 F, 的 膨胀 的 模型 就 
可 。 为 了 弄 清 这 一 点 , Se, oo, eÆ L(G) 中 满足 GF Rex[wi] (1< js 


s) 的 常 项 。 由 此 对 于 适当 的 新 变 项 x; ，…，%, ,了 

G,F dx, (Rex, AtA Fa, (Re,x, A [x /Wi , ot, x /Ws | (Bi A+ AB: )。 
这 是 一 个 受 限 正 L(G,)- 语 句 ; PERR (Gi) 可 知 它 在 F, 中 成 立 。 那 么 ， 最 
BA, 有 一 个 模型 F, ， 使 得 对 各 个 G e Gn, 

(i) F, 是 一 个 L(G)- 结 构 ; 

(ii) F, 是 F, 的 一 个 L(G)- 初 等 子 结构 ， 并 且 

(iii) G'-RP(L) (G)) - 下。 

下 面 讨论 另 一 方向 。 考 虑 任意 语言 L(G) (GeGn), XF L(G) 中 各 个 
个 体 常 项 ALF, MASUR ES MF E Rex[w] 的 w， 附 加 一 个 新 常 项 ,到 
L(G) F, RAER LCG) (ER, AEM L(G) 保留 有 不 相交 的 个 体 常 项 
集 ]。 通 过 使 各 个 常 项 ,解释 为 w HF, 膨胀 成 一 个 (对 各 个 G 而 言 的 ) L1(G)- 
结构 F.。Z.(G) = |06] p ÆRE FE g 的 受 限 正 及 (G)- 语 句 | U 
[Reka | ky ELG) -L(G)| 的 各 个 有 穷 子 集 都 有 一 个 为 G 的 膨胀 的 模型 
[利用 前 面 的 论证 以 及 受 限 正 L(G)- 语 句 在 受 限 全 称 量化 下 封闭 的 事实 ] 。 因 此 ， 
二.(G) 有 一 个 模型 G*， 它 是 一 个 L(G)- 结 构 ， 以 G' 为 它 的 一 个 L(G)- 初 等 
子 结构 ， 而 且 还 有 @ -RP (G)) - F, 

AS, AF, 中 所 有 那些 迄今 还 未 由 任意 一 个 及 (G) 中 任意 一 个 常 项 命名 的 
元 素 w 取 一 个 新 常 项 w。 通 过 使 各 个 这 样 的 常 项 w 解释 为 w 将 F, 膨胀 成 一 个 结 
HF, ,1。 据 迄今 为 止 的 做 法 ， 由 最 初 的 框架 Fo 为 F, ,1 的 Z- 初 等 子 结 构 立 得 ,, 
E RP(a) 。 但 是 ， 另 一 方面 ， 构 造 GO 所 遵循 的 过 程 也 可 相对 于 F,,! 和 这 些 新 
常 项 w 重复 进行 ， 最 终 得 到 a 的 一 个 模型 G.， 对 应 于 它 的 语言 为 上 (G,) (= 
LU iiwl)， 并 且 满足 G。- RPCL,,, (G,)) -Fisio 

定义 G (n+1) 为 1G | GeGn} VIG, | G, 是 按 前 一 段落 中 所 说 构造 起 
来 的 | 并 将 及 (G) 改名 为 “L,,1(G? )”， 这 样 得 到 我 们 开始 时 的 情景 ， 不 过 以 





O 原 书 中 为 x,， 有 误 一 一 译 者 注 。 
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n+1 代替 n ( 那 三 个 条 款 显然 得 到 满足 ) 。 

所 描述 的 构造 产生 出 一 组 初等 链 ， 各 链 从 某 个 Gn 中 的 一 个 结构 G 开始 ; E 
样 还 产生 出 一 条 单独 的 初等 链 F。，F, ，F,，…。 由 于 对 各 个 Gn 中 的 各 个 G 有 
G Ea, Mili a 将 在 各 个 从 G 开始 的 链 的 链 极限 C(G) 中 为 真 。 

正如 在 前 面 的 证 明 中 那样 ， 可 以 定义 一 个 明显 的 映射 fo 如 下 。 对 UU,L,(G) 
中 的 任意 一 个 常 项 c, fee") suyo RE, FEF, F, F, Ki 
限 。 例 行 的 验证 表明 ,fs 是 从 C(G) 的 以 fe | ce U, L,(G)} 为 个 体 域 的 生 
成 子 框架 到 下 的 某 个 生成 子 框架 上 的 一 个 p- 态 射 。 所 有 这 些 p- 态 射 f 的 并 /本 
身 也 是 从 所 有 极限 CCG) 的 不 相交 并 的 一 个 生成 子 框架 到 了 上 的 一 个 p- 态 射 〈 它 
为 到 上 的 这 一 点 可 以 在 构造 新 语言 的 过 程 中 L, 的 连续 产生 得 出 ) 。 

TE, o 在 所 有 极限 C(G) 中 为 真 。 因 此 ， 它 在 这 些 极限 的 不 相交 并 中 成 立 ; 
因为 它 对 这 样 的 并 保持 。 此 外 ， 因 它 对 生成 子 框架 保持 ， 故 而 也 在 这 个 不 相交 并 
的 〈 那 个 为 了 的 定义 域 的 ) 生成 子 框架 中 成 立 。 应 用 它 的 (涉及 p- 态 射 的 ) 第 
三 个 保持 性 质 就 表明 a FEF 中 成 立 。 最 后 ， 据 初等 链 基 本 定理 可 得 ,Fl 上 ao 





E 

推论 15.16 Pl 中 各 个 语句 逻辑 等 值 于 一 个 形 如 Vsxa 的 五 -语句 ， 这 里 a = 
a(x) 是 一 个 受 限 正 L-A 

在 通 向 PL 的 一 个 完全 句法 刻画 的 路 上 要 走 的 下 一 步 似 乎 是 为 超 滤 扩 充 形 成 
一 个 类 似 的 保持 结果 (参看 推论 14. 8) 。 迄 今 还 未 找到 这 样 的 结果 : 下 面 叙 述 的 
只 是 一 些 部 分 答案 。 事 实 上 应 当 牢 牢记 住 ， 由 所 有 对 超 滤 扩 充 保持 的 和 -语句 所 
组 成 的 类 并 不 一 定 是 递归 可 枚 举 的 : 这 一 探索 可 能 从 一 开始 就 是 无 益 的 。 

首先 ， 回 顾 一 下 来 自 第 2 章 (2.24 ~ 2.27) 的 相关 事实 。 特 别 要 注意 ，F 
通过 映射 mn [XCW] weX} (=w) MAIAT ue( EF). Al, ET 
有 实际 目的 而 言 ， 可 以 把 F 看 做 uel E) 的 一 个 子 框架 。 这 意味 着 特 称 上 -语句 对 
超 滤 扩充 保持 ; 但 是 这 样 一 种 不 具体 的 结果 当然 难以 令 人 激动 。 更 多 一 点 的 信息 
是 由 下 面 的 推论 15. 19 提供 的 。 

定义 15.17 令 是 任意 固定 的 一 个 个 体 变 项 。r(w)- 公 式 就 是 任意 一 个 从 形 
如 Rux、Rxu、u=x、%=w 的 原子 公式 (这 里 x 不 同 于 w) 和 没有 ww 出现 的 原子 
公式 应 用 布尔 算 子 和 下 述 两 种 受 限 特 称 量化 得 到 的 Lo- 公式 : 使 公式 e(z) 量 化 为 

dy( Ruy Naly)) 或 3y(Ryu Naly)); 

这 里 y 不 在 aCu) 中 出 现 。 

例如 ， 对 于 i © IN 和 任意 一 个 不 同 于 w 的 变 项 x， 公 式 Roux 就 是 一 个 r(z) 
公式 (参看 第 9 章 )。 
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引 理 15.18 ”对 于 任意 一 个 框架 了 (= (W,R)), EP w, --, we W, fF 
意 一 个 r( 轨 -公式 ww=a(u, x, …， 妇 ) 以 及 任意 一 个 了 上 的 超 滤 UV, 
ue(F) a E[U, wr wf), SAMY, lvoe Wl F Fale, w, =, w,]} EUo 

证 明 : 施 归 纳 于 a 的 构造 上 而 得 。 

a 是 Rxx: ue(F) H Rex l U, wr +, w l, ABR, Rew w; ， “4H 
仅 当 ，Rwiw;， 当 且 仅 当 ， 对 任意 的 ve W AEE Rex lv, w, ©, w], HEA 
X jveW |F E alv, w, °°, w,]} EU. 

a 是 x;= x: 类 上 而 作 。 

a 是 Rux,: ue(F) H Rux,[U, wt, =, wi |], SAM, Rew; ， 当 且 仅 
当 ，( 利 用 一 个 容易 的 演算 ) iv eWl Rw} e U， 当 且 仅 当 ， lve Wl 下 
F Rux; [v, 2 ，…， w,] | EU. 

a 是 Rxu: 类 上 而 作 ; 利用 Rew U, BANK, lve Wl Rww} e U 这 一 

ause: ue(F) E u= lU, w, =, w ]， 当 且 仅 当 , U =w’, 4A 
$024, lw} eU, MHA, [ve Wl F E u=x[v, w, 1, wm]} eUs 

a 是 x;= u: 类 上 而 作 。 

a 是 -8 或 BAy: 这 些 情 形 由 标准 的 论证 而 得 ， 利 用 超 滤 的 特征 性 质 。 

a 是 3y(Ruy AB(Y)): ve(F) EE dy(Ruy AB(Y)) LU, w, =, wel, Ab 
仅 当 ， 对 W, 中 某 个 满足 R UV 的 超 滤 了 有 we(F) F BEV, wi? ,…, w J, SH 
仅 当 ，( 据 归纳 假设 ) 对 We 中 某 个 满足 ReUV 的 V 有 lve WI FE plo, w, 

,will EUs 

现在 应 用 下 述 一 般 原则 : 

令 w=a(y, y, =, y) 是 一 个 6- 公式。 对 于 任意 的 w,，…，wi e WANE 
意 的 UeW,, lveW! JzeW (Riz & FF alz, w, 0, w|) ceU, EHARA, 
对 某 个 满足 R UV 的 VeWs, iveWl FE alv, w, =, w]} EUo 

建立 这 一 原则 的 标准 推演 这 里 从 略 。 我 们 只 需 对 由 W 的 子 集 组 成 的 一 个 适 
当 的 滤 子 应 用 超 滤 扩充 定理 。 

于 是 ， 当 用 仅 当 命题 就 可 继续 列举 下 去 : MAM, {ve Wl dzeW ( Roz 
& FE Blz, wi,…, w,])} eU; WAEN, iveWl F = 37(CR ABCy)) 
[v, w, 77, wl} EUo 

a Æ ayl(Ryu AB(y)): 类 似 地 可 以 证 明 ; 不 过 现在 用 的 是 对 偶 的 原则 : {v 
eWl JzeW (Rw & F H| alz, w, ©, m])} eU， 当 且 仅 当 ， 对 某 个 满足 
R VU 的 Ve Wi， lveWI FE alv, w, 0, wl} eV | 
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推论 15.19 对 于 任意 一 个 r(w) -ARa salu, x, °°, %,) 以 及 对 于 任意 
一 个 框架 F (= (W, R)) Aw, w, =, we W, ve(F) Ealw*, wr 
wr |, MHR, F -alw, w, =, w]e 

证 明 : 据 引 理 15. 18 we(F) Falw', wy, =, w], MHR, jveWl 
FEalo, wi,…, wi]| ew, 并 有 旦 后 者 成 立 当 且 仅 当 we |ve WIF E 
alv, wi，…, wi]| ， 当 且 仅 当 , F Ealw, w, =, wy]. E 

这 推论 蕴涵 着 ,任意 一 个 从 对 r(w)- 公 式 应 用 特 称 量化 而 得 的 0- 铝 子 都 对 超 
滤 扩 充 保持 。 这 就 推广 了 上 述 关于 特 称 所 -语句 的 保持 的 观察 。 不 过 很 可 惜 ， 它 
并 没 穷尽 由 所 有 对 超 滤 扩充 保持 的 语句 所 组 成 的 类 。 例 如 ，VxRxx A V x VY yRxy 
两 者 也 都 有 这 个 性 质 (不 过 Vx 了 Rxx 没有 这 个 性 质 ) 。 Vax Rex 并 不 保持 ， 这 一 
点 可 以 从 紧 随 推论 2.26 ZUR IN GIF PA. AA CIN, <) VaR, 但 是 
ue( (IN, <)) E Vx3y(Rxy 人 Ryy)。 另 一 方面 MRF EF VxRxx， 则 ue( F) 
EVR, AW, S Ue Ws 并 令 庆 是 U0 中 任意 一 个 集合 。{we WI Ave XRwv} 
包含 X 因 而 是 在 0 中 的 。 换 句 话 说 ，REUU 成 立 。 

在 这 个 方向 得 到 更 深 的 研究 以 前 ，P1l 的 句法 结构 依然 是 不 透明 的 。 


多 + 





附录 TRE) 


本 章 引 进 的 某 些 概念 属于 时 态 远 辑 而 不 属于 模 态 还 辑 。 所 谓 “ 时 态 逻 辑 ” 
是 指 命题 语言 中 加 进 了 算 子 6 ( “将 来 总 是 ") MF ( “将 来 会 是 ") UKH (“at 
去 总 是 ”) 和 已 (“ 过 去 曾 是 ”) 。 语 义 上 ,框架 了 =“《〈 丈 , R) 现在 行使 时 间 结 构 
的 职责 ， 其 中 以 下 为 所 有 时 刻 所 组 成 的 集合 ， 并 以 尺 为 次 序 关 系 “ 早 于 ”。 在 真 
值 定义 中 ，G 和 下 分 别 像 和 和 开 那 样 处 理 ; 而 五 和 PP 则 成 为 利用 RR WAT 
得 的 对 偶 概 念 〈 至 于 一 个 较 充 分 的 阐述 ， 请 参看 164] ) 。 本 书目 前 研究 的 模 态 
理论 可 以 毫 不 费事 地 推广 到 时 态 逻 辑 。 只 需 作 些小 的 修改 就 可 。 一 个 例子 是 ， 时 
态 逻辑 公式 不 一 定 对 生成 子 框架 保持 。 不 过 ， 它 们 对 不 相交 并 保持 ; 而 且 实 际 上 
它们 是 对 不 相交 并 是 不 变 的 (参看 定义 15. 12) 。 于 是 ， 双 向 受 限 的 Ly PACE 
理 15. 14 的 陈述 中 出 现 绝 非 巧合 。 类 似 地 ， 时 态 逻 辑 公 式 并 不 总 是 对 p- 态 射 保 
#8, 但 它们 对 p- 态 射 [ 即 在 满足 下 述 附加 条 件 (参看 定义 2.16) 的 p SIN] 
持 : (说)“ 对 于 所 有 的 we W, 和 ve WW,，Rwf(w) 则 有 一 个 we W, E Ruw, F 
且 flu) =v”。 显 然 ， 可 以 形成 定理 15. 11 的 一 个 明显 的 变种 并 证 明 其 成 立 。 最 
后 ， 超 滤 扩 充 在 时 态 逻 辑 中 可 以 依照 原样 接受 。 例 如 ， 注 意 特有 的 事实 : 在 定义 
15. 17 中 ,量词 3yRyu 和 所 起 作用 跟 量词 3yRuy 人 一样 ,时 态 逻 辑 也 许 是 使 克 里 
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普 克 语义 对 之 有 最 自然 的 合理 性 的 内 涵 逻 辑 系统 ， 除 了 这 一 哲学 上 的 功效 以 外 ， 
它 还 有 技术 上 的 功效 ， 一 些 在 限制 较 多 的 模 态 逻辑 语言 中 很 难 找 出 实例 的 现象 在 
时 态 逻 辑 中 常常 较 易 得 到 实例 (例如 ， 不 完全 性 ， 参看 [79] ) 。 时 态 逻 辑 语义 
方面 的 种 种 理论 (包括 它们 的 对 应 理论 ) 的 一 个 充分 阐述 可 以 在 本 著者 的 《时 
间 的 逻辑 》 (The Logic of Time, Reidel, Dordrecht, 1982, Synthese Library, vol. 
156) 一 书 中 找到 。 
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在 第 14 章 中 我 们 曾 问 过 哪些 初等 框架 类 是 模 态 可 定义 的 。 本 章 将 要 论述 的 更 
为 一 般 的 问题 是 :“ 一 个 框架 类 究竟 什么 时 候 是 模 态 可 定义 的 ?” 正 如 结果 所 示 ， 这 
里 得 到 的 最 精致 的 回答 不 是 针对 刚刚 提 到 的 这 个 具体 的 问题 ， 而 是 对 这 样 一 个 较 特 
殊 的 问题 ， 哪些 框架 类 是 用 典范 的 模 态 公式 集 (参看 定义 6.8) 模 态 可 定义 的 。 
我 们 开始 探讨 上 面 最 初 提 到 的 那个 问题 ， 管 案 当 然 并 不 显然 ， 因 为 实际 上 我 
们 是 在 问 一 个 二 阶 逻 辑 的 问题 什么 时 候 一 个 框架 类 能 用 全 称 二 阶 句 子 (被 认为 
相当 简单 的 一 类 句子 ) 加 以 定义 ? 转向 “最 邻近 的 ”一 阶 逻 辑 一 一 一 个 两 种 类 
谓词 逻辑 一 一 那 可 说 是 很 自然 的 事 ， 它 在 [。( 其 变 项 取 值 于 “个 体 ”) 上 扩充 了 
取 值 于 “个 体 集 ”的 变 项 '” 。 一 般 框 架 将 是 适合 于 这 个 语言 的 结构 ， 第 一 个 体 
RE 下 而 第 二 个 体 域 则 是 W。 于 是 有 希望 在 现在 的 情形 中 引用 一 阶 可 定义 结构 
类 的 那个 为 人 熟知 的 刻画 〈 归 于 凯 斯 勒 ) 。 这 实际 上 正 是 第 17 章 和 第 18 章 将 要 
遵循 的 路 子 。 但 是 ， 对 于 模 态 公 式 这 一 特殊 情形 而 言 ， 还 提供 了 一 种 更 巧妙 的 探 
索 。 它 在 于 该 主题 的 代数 化 ， 代 数 化 后 可 以 应 用 柏 克 堆 去 的 那个 同样 为 人 熟知 的 
RECEP” : 
包含 代数 类 K 的 最 小 的 等 式 可 定义 代数 类 是 HSP( 政 ) ， 这 里 
H(X) 是 由 天 中 成 员 的 同 态 像 所 组 成 的 类 ， 
SCX) 是 由 外 中 成 员 的 子 代 数 所 组 成 的 类 ， 
P(X) 是 由 关中 成 员 的 直 积 所 组 成 的 类 。 
为 此 探索 作 基 础 的 对 偶 性 已 概述 于 第 4 章 中 。 它 在 [30] 中 有 充分 详细 的 
描述 。 
作为 这 一 探索 实际 效用 的 第 一 个 标志 ， 将 阐述 ( [30] ， 定 理 12. 11) 一 个 关 
于 一 般 框架 类 的 模 态 可 定义 性 的 结果 (参看 定理 16. 1) 。 请 回顾 第 4 章 中 所 论述 
的 对 偶 性 。 
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定理 16.1 (KETAR) 一 个 一 般 框架 类 K 是 模 态 可 定义 的 ， 当 且 仅 当 ， 它 
对 生成 子 框架 、 不 相交 并 、p- 态 射 像 和 斯 通 表 示 封 闭 ， 而 它 的 补 类 对 斯 通 表示 封闭 。 
如 果 K 的 补 类 还 对 超 积 封闭 ， 则 K 是 用 单独 一 个 模 态 公式 可 定义 的 《〈 逆 之 亦 成 ) 。 

证 明 : 如 果 K 是 模 态 可 定义 的 ， 则 据 第 4 章 中 结果 可 知 上 述 封闭 条 件 成 立 。 
如 果 单 独 一 个 模 态 公式 定义 K， 那 么 依据 推广 到 这 些 超 积 上 的 沃 斯 定理 的 一 个 例 
行 论证 也 就 确定 K 的 补 类 对 超 积 封闭 。 

RIK, S KK 满足 第 一 个 命题 的 封闭 条 件 。 将 要 证 明 的 是 ，K 恰好 由 所 有 
ME Thua (K) (E lol 9 是 在 KK 的 所 有 成 员 中 都 为 真 的 模 态 公式 | ) 成 立 的 一 般 
框架 组 成 。 这 个 结论 的 一 个 方向 是 不 足 道 的 。 至 于 另 一 方向 , Bae (F, W) = 
È =Th,«4(K). BUM ete (F, W〉 实 际 上 属于 K, 

ERAD E, (F, W RL; 这 里 五 ' 是 由 所 有 对 应 于 五 中 模 态 公式 o 的 
多 项 式 等 式 pg =1 (参看 第 4 章 中 “多 项 式 副 本 ”的 定义 ) 所 组 成 的 集 。 显 然 ， 
王 ' 是 由 在 K* = | (F, W)*'| (F, W) e K) 所 有 的 代数 中 都 为 真 的 多 项 式 
等 式 所 组 成 的 集 。 事 实 上 ， 如 果 不 计 一 个 不 足 道 的 差别 ， “就 是 Ke 的 代数 理 
论 。 因 为 ， 如 果 多 项 式 等 式 4 =i 在 KK* 所 有 的 代数 中 成 立 ， 则 一 个 明显 的 对 应 
模 态 公式 p Op 就 属于 之。 

那么 很 容易 看 出 ， 对 于 任意 一 个 代数 类 下， 包含 的 最 小 的 等 式 艇 就 是 由 所 有 
使 X 的 代数 理论 在 其 中 成 立 的 代数 所 组 成 的 类 。 据 柏 克 霍 夫 定 理 可 知 ， 这 个 艇 也 等 
于 HSP(X) 。 应 用 这 一 结果 到 (F, W)* KRA, (F, W) 一 定 属于 HSP 
(了 ) 。 换 句 话说 ，K 中 有 一 般 框架 《Fi, W.)* Ciel) 使 得 (F，W) ATL: 
(F, WO 的 某 个 子 代数 A 的 同 态 像 。 据 引 理 4. 10 AP, I (F, Wi)" 同 构 于 
(5 | (F,, W) liel})*; 这 里 , 不 相交 并 CFL, W, =E | (F, Wò li 
el} ATK (因为 K 对 不 相交 并 封闭 )。 由 此 可 知 ，A 同 构 于 《F,，W, ”的 某 个 
子 代数 A'， 从 而 《F，W) ' 是 A' 的 一 个 同 态 像 (图 16-1)。 

(F,, Wt = A'—> (F, W)’ 


图 16-1 





利用 引 理 4.9， 这 可 以 扩展 成 
(F,, W` 2 A’—> (F, W)* 
| | 
SR ((F,, W,)*) —>SR (A') 
图 16-2 
这 里 SR(A') 是 SR((F,, W,)*) 的 一 个 p- 态 射 像 。 利 用 引 理 4.8， 图 16-2 
可 以 补充 完全 成 为 
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(F,, W, 2 A 一 一 (F, w+ 


| 


SR((F,,W,) * )—>SR(A’)+—SR((F,W) +) 
图 16-3 
RE SR((F, W)*) 同 构 于 SR(A') BUSERT, FR, SRCCF,, 
W,)') 是 在 K 中 的 (因为 K 是 对 斯 通 表 示 封 闭 的 ); 因此 SR(A') 在 KK 中 ( 因 
为 K 对 p- 态 射 像 封 闭 ) ， 从 而 SRCE, W)*) eK [因为 K 对 生成 子 框 架 和 同 构 
象 (P- 态 射 像 的 一 个 特殊 情形 ) 封闭 ] 。 最 后 ， 则 “FF，W》 一 定 属于 K， 因 为 
K' 的 补 类 对 斯 通 表示 封闭 。 

余下 要 考虑 的 是 本 定理 的 第 二 个 命题 。 它 只 需 证 明 ， 如 果 KK 是 模 态 可 定义 
的 ， 并且 K 的 补 类 对 超 积 封闭 ， 那 么 单独 一 个 模 态 公式 就 能 定义 KK。 类似 于 引 
理 14. 1 证 明 中 的 考虑 表明 ， 只 需 证 明 包含 K' Kies) SAR (BAAD "在 其 
中 成 立 的 代数 所 组 成 的 类 ; 它 真 包含 K'* ， 因 为 在 它 的 成 员 之 中 有 非 集 代 数 ) 是 
由 一 个 有 穷 的 多 项 式 等 式 集 所 定义 的 。 为 此 所 要 证 明 的 就 是 ， 该 簇 的 补 对 超 积 封 
闭 ( 在 那 之 后 就 可 像 在 14.1 的 证 明 中 那样 应 用 凯 斯 勒 定 理 )。 于 是 , $A, Ge 
1) Seth > * 在 其 中 不 成 立 的 模 态 代数 ， 并 令 U 是 1 上 的 一 个 超 滤 。 要 证 明 的 就 是 
IA, = 5 *。 但 这 很 容易 从 下 述 观察 得 : 各 个 SR(A,) 属于 的 补 类 ， 因 而 
Tl, SR(A;) 也 属于 那个 类 ， 从 而 (再 一 次 像 在 14.1 的 证 明 中 那样 ) MA, = 
Il, SR(A,)* = (ISRCA)) 。 E 

在 论文 [31] 中 ， 戈 德 布 拉 特 和 托 马 森 用 这 样 的 方法 刻画 模 态 可 定义 的 框 
架 类 。 由 于 他 们 得 到 的 概念 (和 结果 ) 都 是 典型 的 “为 证 明 而 给 出 的 ” (proof- 
generated) ， 故 而 ， 故 事 最 好 颠倒 过 来 讲 。 

令 玫 是 一 个 框架 类 。 显 然 ， 若 确实 是 模 态 可 定义 的 ， 则 它 将 由 7 CK) 
定义 。 然 后 考虑 任意 一 个 使 得 F OE Thra K) 成 立 的 框架 FE。 什 么 样 的 条 件 要 求 
于 K 才能 保证 Fe K 呢 ? 明显 的 办 法 就 是 像 在 前 一 证 明 中 那样 转 到 对 应 的 代数 
Eo ED = Th, (K), WF C= (F, P(W))*) = È‘, 并 且 如 前 一 样 
Ay F* eHSP(K')。 从 前 面 的 论证 还 可 得 到 ， 可 以 找到 K 中 框架 的 一 个 不 相交 
FF, E EF 的 某 个 子 代 数 A' 的 一 个 同 态 像 。 

第 一 个 要 求 : F, 属于 K; BK 对 不 相交 并 封闭 。 

那么 作为 SR(CF: ) 的 一 个 p- 态 射 像 [ 即 we (F,) 的 一 个 p- 态 射 像 ] 我 们 有 
SR(A’) ,但 是 这 没有 什么 帮助 ， 因 为 一 个 导致 K 对 超 滤 扩 充 〈 并 且 当 然 对 p- 态 身 
像 也 ) 封闭 的 要 求 太 强 : 并 非 所 有 的 模 态 可 定义 类 K 都 满足 它 。 正 如 我 们 在 第 二 
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章 已 看 到 的 那样 ， 不 过 这 一 事实 仍 是 某 种 需要 注意 的 东西 (参看 定理 16. 4)。 

对 于 FF AF, 我 们 仅仅 知道 了 "是 了 的 某 个 子 代 数 的 一 个 同 态 像 [或 者 用 上 
述 对 偶 性 的 话 来 说 ，SR(E- ) 同 构 于 SR(A') 的 一 个 生成 子 框架 ]。 为 了 填补 和 
F, 之 间 的 空白 ， 戈 德 布 拉 特 和 托 马 森 引进 了 下 述 概念 。 

定义 16.2 框架 为 S4- 基 于 框架 F, CEM, 是 指 对 某 个 使 得 《F,，W) 
为 一 般 框架 的 W 而 言 ，F 是 SR( <F,, W>*) 的 基础 框架 的 一 个 子 框架 ,满足 
下 述 三 个 条 件 : 对 于 所 有 的 U,， Vew, 

Gi) RUV 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 Xe W, MIX) eU， 那 么 XeV; 

Gi) 对 于 所 有 的 对 e W, WRI) gU, WART UV' eW, 有 RUU 
AUX ¢ U'; 

(iii) 对 于 所 有 的 YC W， 存 在 一 个 XeW 使 得 Y=WN [Z1 Z& (F, 
W)* 上 的 一 个 包含 的 超 滤 | 。 
注意 ， 就 上 述 情景 来 说 ，A' 因 其 为 F; 的 一 个 子 代数 而 对 某 个 W 而 言 等 于 (F,, 
W)‘, MA, 了 是 同 构 徐 人 于 we(F) 中 的 ， 它 自身 同 构 于 SR(《F,，W》)' ) 的 一 
个 生成 子 框架 。 一 个 直截了当 的 计算 表明 ，F 同 构 于 一 个 $4- 基 于 F, 的 框架 。 实 
际 上 ， 戈 德 布 拉 特 和 托 马 森 证 明了 下 述 一 般 性 断言 。 

引 理 16.3 对 任意 框架 和 任意 框架 类 入，F” e HS(K*), HAM, F 
同 构 于 一 个 S4- 基 于 K 中 某 个 框架 上 的 框架 。 

这 个 引 理 另 一 个 明显 的 推论 是 

定理 16.4 ( 戈 德 布 拉 特 和 托 马 森 ) “一 个 框架 类 K 是 模 态 可 定义 的 ， 当 且 仅 
当 ， 它 对 不 相交 并 、54- 基于 K 中 某 个 框架 的 框架 以 及 同 构象 封闭 。 

考察 以 上 论证 的 另 一 方式 如 下 。 回 顾 定 义 6. 11 中 的 典范 集 。 这 样 的 集 在 从 
使 它们 成 立 的 描述 性 一 般 框架 过 渡 到 基础 框架 时 是 保持 的 。 典 范 模 态 可 定义 性 可 
以 用 不 那么 特 设 的 概念 来 刻画 : 

定理 16.5 一 个 框架 类 K 是 通过 一 个 典范 的 模 态 公式 集 可 定义 的 ， 当 且 仅 
当 ， 它 对 生成 子 框架 、 不 相交 并 、p - 态 射 像 以 及 超 滤 扩 充 封 闭 ， 而 它 的 补 类 也 
对 超 滤 扩 充 封 闭 。 

TEAR: 如 果 KK 是 典范 可 定义 的 ， 则 它 对 超 滤 扩充 封闭 (其 他 闭 包 性 质 已 由 
它 为 模 态 可 定义 的 可 得 出 ) 。 因 为 ， 令 典范 集 荆 定义 KK。 考 虑 任意 一 个 Fe KK; 
BFE >. 48984 章 的 结果 可 知 ，SR(F’) = (ue(F),W) H| E. xei 
框架 是 描述 性 的 ， 从 而 有 we(F) FD, WA EER 

如 果 K 满足 所 述 的 闭 包 性 质 ， 则 上 面 的 论证 可 以 再 一 次 使 用 。 对 于 任意 一 
个 满足 ETh,,.(K)W FWA, 得 到 证 明 的 是 ，SR(F' ) 同 构 于 某 个 一 般 框架 
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SR(F; ) (这 里 F, eK KWRA p 态 射 象 的 一 个 生成 子 框架 。 然 后 我 们 按 图 索 骏 : F, 
eKK， 因 而 we(F,) eK。 于 是 对 某 个 W 有 SR(F: ) = (ue(F,), W); 所 以 ， 对 
它 的 p- 态 射 象 (F',，W') AF eK。 对 《F’'，W'〉 的 任意 一 个 生成 子 框架 《F”， 
WwW"), A F'eK, FAME CF", W”〉 中 的 F"* 也 有 同样 的 结论 。 特 别 是 
由 此 可 得 , 因 SR(F*) = 《ue(F)，W”〉 是 这 样 一 个 拷贝 ， 故而 ve(F) e K。 最 
Ja, FeK; 因为 K 的 补 类 对 超 滤 扩充 封闭 。 a 

RRR AE RT ERE HP, SRE, CRATE 
14.7 给 出 。 

推论 16.6 ”如 果 一 个 框架 类 天 对 (mm-) 初等 等 价 封闭 ， 那 么 素 是 模 态 可 定 
义 的 ， 当 且 仅 当 ，K 对 生成 子 框架 、 不 相交 并 以 及 p- 态 射 象 封 闭 ， 而 它 的 补 
类 “K 对 超 滤 扩充 封闭 。 

推论 16.7 CAA) 如果 一 个 模 态 公式 集 世 是 完全 的 并 且 在 初等 等 价 下 封闭 
的 ， 则 它 是 典范 的 。 

证 明 : FR(D) 对 p- 态 射 象 和 初等 等 价 封闭 。 因 此 据 定 理 8.9 可 知 ， 它 对 超 
滤 扩 充 封 闭 。 这 样 ， 定 理 16.5 就 可 以 用 到 : 对 某 个 典范 的 模 态 公式 集 A 有 
FR(D) = FR(A)。 由 于 了 是 完全 的 (参看 定义 6.4)， 此 外 也 由 于 对 于 所 有 的 
ScAAL ERO MMU TMAN Se AMAL 6 [或 者 等 价 地 说 ， 
ACML ( 工 ) ] 。 于 是 , 9 (F, W) 是 任意 一 个 使 并 在 其 中 成 立 的 描述 性 一 般 框 
架 。 那 么 显然 有 (F, W) EA; MMA FEA, AWA 是 典范 的 。 由 此 可 知 还 
AF eFR (2). E 

在 定理 16.5 的 证 明 中 已 证 明 ， 任 意 一 个 典范 的 模 态 公式 集 对 超 滤 扩充 保持 。 
其 逆 并 不 成 立 。MI1 中 的 每 一 个 模 态 公式 都 对 超 滤 扩充 保持 ， 据 定理 8.9 而 得 。 
BFM 中 的 每 一 个 模 态 公式 都 是 典范 的 : 它们 中 有 一 些 甚至 都 不 是 完全 的 
(参看 第 6 章 ) 。 我 们 真正 有 的 就 是 下 述 两 个 结果 。 

引 理 16.8 工 是 典范 的 ， 当 且 仅 当 ， 它 在 从 一 般 框架 过 渡 到 其 斯 通 表 示 的 基 
础 框架 时 是 保持 的 。 

证 明 : FLER, FFA (F, W) EX, M SR((F, W)*) =E E. E 
bh, SR( (F, W)*) 是 描述 性 的 ， 因 而 也 在 它 的 基础 框架 上 成 立 。 

如 果 王 有 所 描述 的 保持 性 ， 那 么 , 若 (F, W) = E, 这 里 《F, W) 是 描 
RYE, WOE SR(《F，W)' ) 的 基础 框架 中 成 立 ; CAAF F 自身 。 

引 理 16.9 ”了 工 对 超 滤 扩 充 保持 ， 当 且 仅 当 ，C( 世 ) 是 典范 的 。 

证 明 : 从 左 至 右 的 方向 由 定理 16. 5 得 出 。 从 右 至 左 的 方向 由 典范 集 对 超 滤 
扩充 保持 这 一 事实 得 出 。 
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对 于 由 单独 一 个 模 态 公式 可 定义 的 框架 类 还 没有 形成 任何 结果 。 我 们 想 要 知 
道 那个 明显 的 附加 要 求 〈 补 类 对 超 积 封闭 ) 是 否 充分 。 这 显然 是 必要 的 。 


附录 《高 阶 对 应 ) 


模 态 公式 在 所 有 情形 下 都 定义 择 代 关 系 上 的 二 阶 (1) 条 件 ， 而 在 某 些 情 
形 下 则 定义 一 阶 条 件 。 按 照 抽象 模型 论 的 观点 来 看 ， 这 里 会 产生 两 种 可 能 的 
推广 。 

我 们 可 以 考虑 适当 的 扩充 语言 来 代替 一 阶 对 象 语言 。 例 如 ， 在 前 面 提 到 的 各 
种 各 样 非 一 阶 可 定义 性 情形 中 ， 所 得 到 表达 的 关系 条 件 都 是 在 L, ,中 可 定义 的 : 
带 可 数 合 取 和 析 取 的 一 阶 逻 辑 。 不 过 ， 并 非 所 有 的 模 态 公式 在 这 一 比较 宽广 的 领 
域 中 都 会 成 为 可 定义 的 。 例 如 ， 洛 伯 公 理 定 义 一 种 良 基 性 ， 已 经 知道 这 一 性 质 超 
出 了 Los 或 者 说 超出 了 上 。。- 族 中 任意 一 个 语言 。 另 一 方面 ， 良 基 性 本 身 是 在 对 
有 穷 的 个 体 集 进行 量化 的 “ 弱 二 阶 逻 辑 ” 居 中 可 定义 。 因 此 ， 虽然 达 不 到 全 部 
的 II， 但 仍 可 以 为 模 态 公式 考虑 可 定义 性 的 各 种 各 样 较 大 的 类 。 而 且 事 实 上 ， 
ENL 这 种 一 般 情形 本 身 也 要 求 做 深入 研究 。 例 如 ， 哪 些 -语句 容许 有 模 态 
定义 ? 

这 一 类 高 阶 逻 辑 一 般 都 缺乏 语义 刻画 ， 因 此 它们 的 模 态 片断 的 语义 刻画 也 难 
以 得 到 。 一 个 相关 的 观察 也 许 是 这 样 : 在 抽象 模型 论 的 意义 下 ，L。。 和 入 都 具有 
对 部 分 同 构 不 变 的 性 质 。 研 究 模 态 公式 上 的 这 个 保持 条 件 是 很 有 意思 的 。 的 确 ， 
迄今 还 未 发 现任 何 反 例 ， 但 在 时 态 逻 辑 中 这 些 反 例 确实 存在 〈 有 理 数 和 实数 形成 
部 分 同 构 序 结 构 的 一 个 经 典 例子 。 可 是 ， 时 态 逻 辑 中 有 表达 戴 德 金 完 全 性 的 公 
式 ， 在 后 者 中 有 效 而 在 前 一 框架 中 不 有 效 )。 另 外 ， 模 态 命题 语言 本 身 也 可 以 加 
强 ， 特 别 是 通过 引进 命题 量词 VYp、jp 来 加 强 ， 这 类 量词 出 现在 文献 中 的 各 种 
wey. BRE, Win, V p(LMp— J qMLg) 就 会 成 为 一 个 可 允许 的 公式 ,，L jpMp 一 
MV gMLq 同 样 也 是 如 此 。 实 际 上 ， 这 里 存在 一 种 选择 ， 是 否 允许 命题 量词 进入 模 
态 算 子 的 辖 域 。 此 后 我 们 考虑 后 面 这 个 较 受 限制 的 选择 。 

在 通常 的 方式 下 ， 这 里 有 一 个 前 束 系 列 出 现 ， 随 所 有 命题 量词 前 移 而 起 ; 原 
来 的 模 态 公式 形成 它 的 工 !- 部 分 (全 称 前 级 )。 接 下 来 的 简单 情形 是 ( 特 称 前 
8) 和 A!。 事 实 上 ， 其 中 最 后 的 情形 由 于 格 拜 提出 的 “ 模 态 规则 ”而 有 一 种 合 
理 的 动机 。 例 如 ， 他 观察 到 禁 自 返 性 ， 虽 然 模 态 不 可 定义 ， 但 可 表达 成 克 里 普 克 
框架 上 的 下 述 规 则 : 

“FE Upp) >elw] (gq 中 无 p), WE E pLw]” 
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这 里 的 一 般 模 式 是 “F 上 olw], WEF Eylul”, MARANI- ARAR 
amt: CEA 的 (可 以 把 它 写 成 Y IAI VY 两 种 形式 中 的 任何 一 种 )。 

实际 上 ， 上 述 例 子 的 特例 就 已 经 是 1 K, Am, CRY palp Apg) 一 
Vag, BIVp(LpA-~p>Vaq) >Vaq, Vp(lpA7p>l) >L, Ap UpAnp). 
这 一 领域 的 另 一 个 相关 的 观察 是 ， 具 有 上 述 形 式 V 一 VY 的 蕴涵 命题 如 果 确 确实 实 
是 一 阶 可 定义 的 ， 那 就 已 经 有 一 个 一 阶 可 定义 的 后 件 。 这 里 我 们 不 深入 研究 这 些 
特殊 的 问题 ， 但 我 们 将 注意 一 个 较为 一 般 的 问题 。 

正如 在 高 阶 逻辑 中 发 生 的 那样 ， 我 们 也 对 谱系 的 结果 感 兴趣 。 例 如 ， 一 阶 可 
定义 性 的 能 力 在 各 个 阶段 中 增加 了 多 少 ? 很 明显 ， 玉 1- 可 定义 性 实质 上 只 是 增加 
了 Pi 中 (局 部 ) 原则 的 所 有 和 否定， 而 A 则 只 是 增加 了 跨越 Pl 和 后 者 的 “ 镜 
像 ” 的 合 取 及 析 取 。 

猜测 : 高 阶 模 态 公式 的 前 束 谱系 导出 了 关于 择 代 关系 的 模 态 可 定义 原则 的 一 
个 相应 的 递 升 谱系 吗 ? 

至 少 ， 这 个 可 能 的 递 升 谱系 并 不 能 穷尽 所 有 的 一 阶 原则 ， 因 为 从 前 面 的 阐述 
可 知 高 阶 模 态 公式 确实 保留 有 一 个 基本 的 保持 性 : 它们 的 局 部 真 假 在 过 渡 到 生成 
子 框架 时 是 不 变 的 〈 生 成 定理 就 整个 谱系 而 言 得 到 这 个 结论 ， 而 不 只 是 就 原来 的 
模 态 IT!- 公 式 而 言 )。 但 是 男 一 方面 ， 我们 也 知道 这 个 语义 限制 在 一 阶 公式 的 句 
法 条 件 方面 指 的 是 什么 一 一 多 亏 我 们 的 那些 保持 定理 。 这 些 公 式 将 都 是 “几乎 完 
全 受 限 的 ”公式 ， 即 由 一 个 从 原子 公式 利用 否定 、 合 取 和 受 限 量词 Jy (Rey AH 
造 起 来 的 复合 公式 紧 随 于 一 个 全 称 量词 之 后 所 形成 的 公式 。 

不 过 ， 其 他 一 些 我 们 原来 的 模 态 公式 所 具有 的 基本 保持 性 质 就 丧失 了 。 正 如 
早 就 观察 到 的 那样 ， 禁 自 返 性 ( VYx-Rxx) 成 为 可 定义 的 ， 从 而 对 p- 态 射 的 保持 
现在 就 不 行 了 。 对 超 滤 扩充 的 反 向 保持 也 不 行 了 ,因为 前 面 的 例子 
Vady (Rey 人 Ryy) 现 在 同样 成 为 可 定义 的 【一 个 直截了当 的 定义 是 在 一 个 模 态 
辖 域 中 使 用 一 个 命题 量词 : WMVP(Z-p)。 但 是 有 一 个 命题 量词 不 能 人 于 模 态 辖 
域 的 替代 物 ， 形 如 3p(MpAY9LCp 一 (4 一 9) ))]。 

因此 ， 我 们 最 后 提出 两 个 问题 。 

MA: 每 个 几乎 完全 受 限 的 一 阶 公 式 Vxp(*) 都 能 在 模 态 命题 量词 谱系 的 
某 个 层次 得 到 定义 吗 ? 

问题 : 在 模 态 辖 域 中 加 进 命题 量词 能 否 增加 表达 能 力 ? 
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全称 二 阶 语句 


模 态 逻辑 的 语言 可 以 被 看 成 为 某 些 全 称 二 阶 语句 的 缩写 记号 。 这 是 第 3 章 中 
使 模 态 公式 p ( 带 所 含 命题 字母 p, o, pm) 与 全 称 二 阶 语句 Vx YP o 
VP,ST (op) 相 联系 的 标准 翻译 ST 的 要 点 。 这 里 ST(p) 含有 一 元 谓词 变 项 
Pi，…,P, 以 及 一 个 二 元 谓词 常 项 R。 

在 本 章 中 ,将 考虑 这 样 一 个 二 阶 语言 : 它 带 有 相同 的 谓词 常 项 及、 等 词 和 任 
意 主 目 个 数 的 谓词 变 项 ， 允 许 对 谓词 进行 量化 。 注 意 ， 框 架 是 这 个 语言 的 语义 结 
构 。 事 实 上 ， 所 得 到 的 大 多 数 结果 在 正好 有 任何 一 个 一 阶 参 变 项 集 ( 而 非 仅 仅 是 
R) 参与 的 情形 下 仍 会 通过 ; 不 过 在 眼前 的 探索 中 记 法 依然 较为 简单 (此 外 ， 本 
著作 的 精神 实质 是 ， 研 究 一 个 二 元 关系 的 一 一 一 阶 、 模 态 或 者 二 阶 一 一 理论 ) 。 
这 个 二 阶 语言 中 ， 也 只 有 形 如 





VX YX,p 
的 全 称 语句 才 是 现在 注意 的 焦点 ， 这 里 p 是 一 个 用 XX，…，X，R 和 = 表达 的 
一 阶 语句 ; 它 是 模 态 公式 的 最 直接 的 推广 (注意 ，Lo- 语 名 作为 一 个 极端 情形 而 
被 包含 在 内 ) 。 从 一 个 明显 的 谱系 看 来 ， 这 样 的 全 称 语句 叫 作 IIi(R) -语句 。 例 
如 ，Z(R) -语句 将 形 如 

4X, dX,¢ 
这 里 wp HEM, mi T(R) -语句 则 形 如 

VX cev% aY e Ie 
等 等 。 将 要 研究 的 是 前 三 部 分 的 某 些 主要 课题 在 这 一 较 宽 的 领域 中 怎样 存活 。 
首先 ， 在 推论 2.9 中 已 证 得 ， 当 书写 模 态 公式 时 M 和 -作为 初始 符号 是 充分 
的 。 不 过 ， 这 里 最 自然 的 初始 符号 是 1 Y ， 一 | 。 为 了 明白 这 一 点 ， 首 先 仅 用 
Y, >A Bit p。 然 后 通过 用 a> LEREM a 的 子 公式 消除 掉 o 中 的 否定 
号 。 现 在 上 也 可 因 注 意 到 下 述 事 实 而 被 消除 掉 : 对 于 任意 一 个 用 VY ， 一 和 上 表达 
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的 一 阶 公式 w 和 任意 一 个 不 在 wp 中 出 现 的 一 元 谓词 变 项 0， 下面 这 个 语句 
p > VOC VxQx/ 1 le VV xQx) 
是 普遍 有 效 的 。 此 外 ， 利 用 重 言 式 
(aVB)o( (a—pB)—B) 
析 取 也 可 换 成 蕴涵 的 一 个 组 合 。 另 一 个 简化 则 需要 多 想 一 下 。 
引 理 17.1 任意 一 个 III(R)- 语 句 逻辑 等 值 于 一 个 形 如 
VX WX, Ay IYn Ve Vag 
的 语句 ; 这 里 9 是 一 个 无 量词 的 一 阶 语句 。 

证 明 : 证 明 这 引 理 的 一 个 办 法 是 利用 斯 科 伦 函 项 ， 以 后 再 把 它们 换 成 适当 的 
谓词 。 这 是 最 初 的 报告 ”中 所 用 的 方法 。 这 里 要 引用 一 种 技巧 ， 它 出 现在 巴 威 斯 
的 专著 《可 容许 集 与 结构 》 (Admissible Sets and Structures, Springer, Berlin, 
1975) 中 (也 可 参看 引 理 11.10)。 考 虑 任意 一 个 11(R)- 语 句 YX,… YX,p。 用 
一 ， 了 和 VYV 写 出 pg。 现在 ,列举 eo 的 所 有 子 公式 为 pg1 ，…，gp,。 对 于 任意 一 个 
Pis 定义 

4 =o， 当 9; 是 原子 时 ; 

A= Pz…zs， 其 中 是 某 个 新 的 大 元 谓词 变 项 ; 当 o 是 一 个 所 含 自由 
变 项 为 3 ，…，zi 的 复合 公式 时 。 

H p: =e 本 身 时 ，4; 将 成 为 一 个 “ 零 元 ”谓词 变 项 P,。 

作 所 有 “相关 语句 ”的 合 取 如 下 。 如 果 w =79;, WMA Yz Vz, (Aer 
4;) ， 这 里 za ，…, z 是 相关 的 全 部 自由 变 项 。 如 果 p = pi 一 pt， 则 加 入 Ya… 
Vz (A4; (A,>A,)). Boa, WR p = Yz, MEJIA Yz Yz Vz A> 
A) Yz Vz (4 一 Yz4i)。 称 所 产生 的 合 取 式 为 4(p) 。 

tE, Ae) 中 的 各 个 合 取 支 或 是 等 值 于 一 个 全 称 一 阶 公 式 ， 或 是 等 值 于 一 
AEA Vay Ya 3z 无 量词 部 分 ”的 公式 。 因 此 ，4(p) 本 身 就 等 值 于 一 个 
MMV y+ Vy Ja zi 的 语句 ， 这 里 少 是 无 量词 的 。 因 而 A(p) oP, 等 值 于 
ABAD Ay Iya Ways Way 的 语句 ， 这 里 少 是 无 量词 的 。 

要 得 到 本 引 理 中 的 结论 ， 只 需 注意 到 下 述 事实 即 可 : 对 出 现在 4，…,， A 
中 的 谓词 变 项 Pi, +, P, CAITR, X, s X,) MA, VX VX 逻辑 等 
值 于 VX…VX,VP… VP, (Ale) >P) [要 点 就 在 于 ， 每 当 4(p) 成 立时 ， 语 
句 Vz Ya2(4itepi) 为 真 (1si<t)]. E 

正如 在 模 态 逻辑 的 情形 那样 ， 尚 有 推广 “语义 结构 ”概念 的 余地 。 原 来 的 
框架 是 这 个 二 阶 语言 的 标准 模型 ”1， 但 我 们 也 需要 二 阶 量词 只 对 论 域 中 谓词 的 
一 部 分 进行 取 值 的 结构 。 这 样 的 “一 般 模型 ”将 被 称 为 广义 框架 (generated 
frame) ， 以 便 跟 第 4 章 中 的 “一 般 框架 ” 相 区 别 。 可 以 定义 一 个 广义 框架 为 任意 
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一 个 序 组 (F, W), REF 是 一 个 框架 而 W 则 是 由 WW 上 的 谓词 组 成 的 一 个 集 。 
但 是 这 个 概念 稍微 自由 一 点 ， 因 为 在 这 样 的 结构 中 我 们 想 要 保留 的 茶 些 普遍 有 效 
性 质 将 会 成 为 可 否 证 的 。 一 个 例子 就 是 内 涵 原 则 : 对 一 阶 公式 pel, 


KR), 


> 


JYYx e Valo > Yx +x, ) 
或 许 在 眼前 的 语 境 中 较 能 说 明 问 题 的 是 全 称 例 示 原 则 (内涵 原 则 跟 它 直接 相关 ) : 
V Ye(Y)— p(y) 

这 里 了 是 一 个 元 谓词 变 项 ， 而 小 则 是 一 个 含有 个 自由 变 项 的 一 阶 公式 ， 它 对 
op 中 的 了 可 代入 (总 是 取 合 适 的 谓词 以 避免 约束 变 项 混乱 )。 这 导出 这 样 的 要 求 : 
要 求 W 对 “可 定义 谓词 ”封闭 。 形 式 地 讲 就 是 ， 如 果 gp = p(x， t Ar Ji’ 


3» 


Yas Yio, YD FERPA A PRE te Vio o Ya A (A 
由 的 ) BWEN Y, e, Y, 的 一 阶 公式 ， 并 且 如 果 Z, o, Z, 是 W 中 使 得 每 
当 了 是 1 元 时 2 (1< isn) 也 为 1 元 的 谓词 ， 并 且 〈 最 后 ) 如 果 w, w, w 


Æ W PMR, BBA f (un, s o) IF pl, V, wW, 0, w 
=, Z,)} 是 在 W 中 的 。 这 个 要 求 也 可 归纳 地 陈述 如 下 : 

定义 17.2 一 个 广义 框架 就 是 一 个 序 组 《F, W), AE FEDER W, 
R》， 而 W 则 是 由 下 上 谓词 组 成 的 一 个 集 ， 它 满足 

G) REEW 中 ，= 和 所 有 单元 素 集 [w] (weW) 也 都 是 如 此 ; 

Gi) 如 果 一 个 n 元 的 Z 是 在 W 中 的 ， 则 更-Z 是 在 W 中 的 〈 补 ); 

(iii) 如 果 一 个 元 的 Zi 和 一 个 mm 元 的 2 都 在 W 中 ， 则 n+m 元 的 谓词 Z, 
. Z, 是 在 W 中 的 ， 它 被 定义 为 由 WW!" 中 所 有 那些 使 得 《w;,…, w) EZ H 
(0 Waa) E Za HOFER Cw, oy Wey Wasis s Wasm》 所 组 成 的 集 ( 合 
RL); 


Zi, 


m? 


(iv) 如 果 一 个 m + 1 元 的 Z 是 在 W 中 的 ， 则 谓词 32Z 是 在 W 中 的 ， 它 被 
定义 为 由 W 中 所 有 那些 有 we WW 使 得 《wi，…, w, w) eZ 的 序列 《wi ，…， 
w,) 所 组 成 的 集 (投射 ) ; 

(v) 如 果 一 个 n 元 的 Z 是 在 W 中 的 , 并 且 i, jan, 那么 谓词 rZ 是 在 W 
中 的 ， 它 被 定义 为 由 WW 中 所 有 那些 在 第 i 位 上 和 第 j 位 上 成 员 对 换 之 后 仍 属于 Z 
的 序列 所 组 成 的 集 (置换 ); l 

(vi) 如 果 一 个 n+1 元 的 Z 是 在 W 中 的 ， 则 nn 元 的 谓词 12 是 在 W 中 的 ， 
它 被 定义 为 由 WW 中 所 有 那些 使 得 《wi ，…,w,，w。》e 2 RIER] (w, y wa) 
所 组 成 的 集 (同化 ) 。 

对 于 一 般 框架 而 言 可 以 使 W 上 的 闲 包 条 件 更 简单 一 点 〈 人 参看 定义 4.2) ， 因 
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为 模 态 语言 很 简单 一 一 只 需要 补 、 合 取 和 “ 受 限 投射 *"， 涉 及 的 只 是 一 元 谓词 
( 即 个 体 域 的 子 集 ) 。 

注意 ,任意 一 个 给 定 框 架 F 上 的 最 小 的 广义 框架 (F, W) 都 有 一 个 由 恰好 
HOW EIEN W 中 参 变 项 [0- 可 定义 的 谓词 所 组 成 的 W (参看 定义 9.14)。 在 当 
前 的 语 境 中 广义 框架 的 这 一 概念 并 非 是 唯一 可 能 的 一 个 ， 但 它 将 用 作 下 述 研究 的 
一 个 有 用 的 工具 。 

II1(R)- 语 句 的 普遍 有 效 性 并 不 产生 任何 较 一 阶 逻 辑 更 新 的 东西 。 因 为 ， 
VX. VX e 在 所 有 框架 中 成 立 ， 当 自 仅 当 ， 它 在 所 有 广义 框架 中 成 立 ， 当 上 且 仅 
4, 一 阶 语句 wp 普遍 有 效 。 不 过 ,语义 后 承 更 有 意思 

定义 17.3 对 任意 一 个 II(R)- 语句 集 王 和 任意 一 个 11(R) -语句 P, 

LD H| o 是 指 对 于 所 有 的 框架 F, WREE, AFE o 

> F, ¢ 是 指 对 于 所 有 的 广义 框架 《F, W), wR (F, W) ES, 那么 
(E, W) F po 

概念 “ 片 ”是 非常 复杂 的 ; 正如 第 1 章 中 所 注意 到 的 那样 。 例 如 ， 二 阶 策 
梅 罗 - 弗兰克 尔 集 论 (ZF) 可 以 用 单独 一 个 IIL1 (RN) -语句 来 公理 化 。 于 是 ， 由 
于 它 的 一 阶 部 分 不 是 算术 可 定义 的 (假如 这 成 立 ， 那 么 算术 真 就 会 是 算术 可 定义 
的 ， 正如 第 1 章 中 所 示 ) ， 故 而 “ E ”也 不 能 是 算术 可 定义 的 [作为 HI!1(R)- 语 
句 的 可 德尔 数 之 间 的 一 个 关系 ]。 

不 过 ,“ 户 ,” 被 证 明 是 可 公理 化 的 ， 甚 至 对 我 们 完整 的 二 阶 语言 也 是 如 此 。 
我 们 仅仅 是 将 一 阶 逻 辑 的 某 个 完全 的 公理 系统 翻译 到 二 阶 逻 辑 而 已 ， 例 如 ， 取 
[20] 中 所 给 的 那个 公理 系统 。 为 了 确定 我 们 对 这 个 问题 的 思考 ， 这 里 取 下 述 公 理 。 

(i) VXle>y) — (VXp— VY Xy) 

(ii) pg—VX9p 
要 求 工 不 在 o 中 自由 出 现 ; 

(iii) VXRop 一 [加 Te 
这 里 是 任意 一 个 元 谓词 变 项 ， 并 且 yw 是 任意 一 个 含有 色 及 可 能 含有 谓词 变 项 
的 一 阶 公式 ， 它 的 自由 个 体 变 项 为 y; ，…，Yy。 [ww/AXj9 是 将 gp 中 形 如 Xz, ---z, 
的 子 公式 换 成 [2/7 s zi/Ys] 光 后 所 得 的 结果 ， 每 当 有 约束 变 项 混乱 的 危险 
时 作 约 束 变 项 改名 。 

其 余 公 理 是 那些 常用 的 一 阶 公理 。 仅 有 的 推理 规则 是 肯定 前 件 式 。 然 后 按 通 
常 的 方式 定义 工 上 wp。 

注意 ， 各 种 各 样 熟知 的 原则 在 这 个 系统 中 并 非 都 是 可 推导 的 。 例 如 ，( 为 处 
理 斯 科 伦 范式 所 需要 的 ) 选择 公理 不 是 一 个 定理 。 当 然 ， 也 可 以 按 这 样 的 形式 : 

VxjyRxy— IZ( Vxjd!y Zey A V«V y(Zxy—Rxy) ) 





~ 
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将 它 附 加 为 公理 。 完 全 性 结果 将 不 加 证 明 地 陈述 出 来 。 

定理 17.4 对 于 所 有 的 并 和 9e， 了 上 p 当 且 仅 当 KF, po 

就 一 个 二 元 关系 的 理论 而 言 ， 通 常 有 三 种 探讨 方式 。 第 一 ， 它 可 以 用 单独 一 
个 三 -语句 来 公理 化 。 以 “小 于 ”为 序 的 有 理 数 理论 就 是 一 个 例子 。 第 二 ， 因 为 
“小 于 ”关系 的 某 些 性 质 最 终 被 证 明 为 是 在 L 中 不 可 定义 的 (例如 ， 戴 德 金 完备 
性 ， 或 者 良 基 性 ) ， 故 而 常常 有 利用 II (R)- 语 名 的 二 阶 途 径 。 二 阶 策 梅 罗 - 弗 
兰 克 尔 集 论 ， 或 者 二 阶 数论 ， 或 者 以 “小 于 ”为 序 的 实数 理论 都 是 例子 。 第 三 ， 
有 利用 公理 模式 来 作 的 一 阶 探讨 。 在 某 种 意义 下 ， 它 是 介 于 前 二 种 之 间 的 ， 受 启 
发 于 想 要 尽 可 能 多 的 二 阶 探讨 而 又 不 失去 第 一 种 探讨 的 合乎 需要 的 性 质 。ZF 本 
身 就 是 一 个 例子 ， 因 而 一 阶 皮 亚 诺 算 术 和 塔 尔 斯 基 的 “初等 几何 ”也 都 是 例子 。 
其 中 的 第 三 种 探讨 可 以 通过 允许 语言 中 有 谓词 变 项 而 得 到 稍 许 推广 ， 正 如 以 上 
所 做 。 

第 6 章 中 最 重要 的 概念 是 完全 性 概念 。 完 全 的 模 态 逻辑 对 于 “真实 的 ” 户 
和 更 为 人 为 的 瞩 , 之 间 的 差别 (可 说 ) 是 不 敏感 的 。 

定义 17.5 了 工 为 完全 的 ， 是 指 对 于 所 有 的 I!(R) -语句 pp， 卫 请 e, 4AM 
4, Lb eo 

WR DEEN, 那么 由 它 所 有 的 Lo- 后 承 所 组 成 的 集 是 递归 可 公理 化 的 。 
于 是 由 此 可 知 ,， 例 如，ZF 不 是 完全 的 。 这 类 不 完全 性 现象 还 有 一 些 模 态 例 子 ， 
以 定理 6. 6 为 证 。 将 以 “小 于 ”为 序 的 有 理 数理 论 公理 化 的 那个 -语句 也 公理 
化 它们 的 HI!(R)- 理 论 : 这 可 从 它 为 xn- 范 畴 的 得 出 一 一 并 且 它 因 此 而 为 完全 的 。 

那些 熟知 的 模 态 完全 性 定理 ”在 这 一 方面 引出 了 许多 明显 的 问题 。 例 如 ， 
L(1p 一 p) 一 lp 相对 于 由 所 有 其 首 关系 为 良 基 关 系 的 传递 框架 所 组 成 的 类 是 完全 
的 。 那 么 定义 良 基 性 的 J(R)- 语 句 是 完全 的 吗 ? 关于 在 不 计 同 构 意 义 下 定义 
(GN, <) KARAI, (BR) -语句 也 有 一 个 类 似 的 问题 。 

对 这 些 一 般 问题 的 回答 是 否定 性 的 。 例如， 不 难 找 出 一 个 一 阶 语句 p = 
9p(R，e )， 使 得 对 o 的 各 个 模型 《D, R*，e“〉 《这 里 R' 是 良 基 的 )，《D， 
e“》 同 构 于 《V,，e 〉( 即 遗传 有 穷 集 )。 但 是 ， 男 一 方面 ， 对 于 某 个 将 算术 语 
句 译 成 集 论 语句 ( 即 用 e 和 = 表达 的 一 阶 语句 ) ra) 的 、 合 适 的 翻译 r*， 下 述 
当 且 仅 当 命题 仍 将 成 立 。a 将 是 算术 中 的 一 个 真 命题 ， 当 且 仅 当 ,，“ 良 基 性 ” 药 
WH IL! (R)-iB AI Ve (@(R, e )—>rla) ) ,由 此 可 知 ,由 良 基 性 的 所 有 语义 [1(R)- 后 
承 所 组 成 的 集 不 是 算术 可 定义 的 , 据 塔 尔 斯 基 定 理 而 得 ,可 是 (例如 ) CN, < ) 的 一 
元 的 了 1(R)- 理 论 在 上 述 意 义 下 仍 可 以 是 完全 的 (这 里 所 给 的 归纳 实质 上 用 到 那 
个 二 元 谓词 变 项 e ) 。 的 确 ， 算术 复杂 性 在 这 里 不 成 其 为 什么 障碍 一 一 因为 据 拉 
- 148 - 


17 全 称 二 阶 语句 





宾 定 理 可 知 这 个 一 元 理论 甚至 还 是 可 判定 的 (这 个 猜测 与 此 同时 已 由 杜 芯 证 明 。 
一 个 相关 的 结果 最 终 也 被 证 明 为 对 实数 理论 成 立 ) 。 

其 次 ， 还 有 一 个 跟 M 平行 的 概念 。 

定义 17.6 USOL 是 由 所 有 这 样 的 II (R) EA e 所 组 成 的 集 : 存在 一 个 
Lo- Hay 使 得 Gow 在 所 有 框架 上 为 真 的 。 

TT1(R)- 语 句 对 超 积 保持 。 据 凯 斯 勒 定理 可 知 ， 一 个 框架 类 天 是 闵 - 初 等 
HHEN K 与 其 补 类 二 者 都 对 超 积 和 同 构象 封闭 。 这 个 结果 产生 USO1 一 个 明 
显 的 语义 刻画 。 

定理 17.7 一 个 II (R)- 语 句 是 在 USO1 中 的 ， 当 且 仅 当 ， 它 是 对 超 积 
持 的 。 

现在 ， 回 顾 一 下 引 理 3.12 及 其 推论 3. 13: 任意 一 个 形 如 六 站 VX, 
VYyne 的 HI1(R)- 语 句 是 对 超 积 保持 的 ， 这 里 p 是 从 bo- 公式 和 形 如 Xz…z， (1 
<i<n) 的 原子 公式 仅 用 布尔 算 子 构造 起 来 的 公式 。 

下 述 引 理 是 一 个 有 关 的 结果 。 

引 理 17.8 {FR—-TBMIVX,: vX, gay e yf 的 II (CR) -语句 都 是 对 
HRY, KE p 是 如 上 构造 起 来 的 公式 。 

WEAR: 下 述 论证 确定 这 种 语句 甚至 是 对 -初等 等 价 保持 的 。 令 Fl，F, 是 使 
EF, AVX, VX, gyn 3ayeo 的 上 -初等 等 价 框 架 。 将 要 证 明 的 是 了 KE 
VX OVX, ay dy. eo Meh we W,, MITA w A LL 中 ; 最 终 得 到 一 
个 语言 Lo'。 

RE Th, (F) U [Yy e Vynne) 是 有 穷 可 满足 的 。 因 为 ， 考 虑 取 自 
Th,,,(F,) 的 任意 有 穷 多 个 语句 dis wt, Wyo 假定 ity, an) yi U {Vy 
Von o) RARA, Hy, Ae Ap Aye dye. Ow ab, A Ab, 所 含 新 
常 项 为 wie, W, 那么 y'= qa 4z,[2,/w,, oe, z,/w, | y = dy. 了 ye。 
小 ' 是 一 个 0- 语句 ，X, ，…,，X, 中 没有 一 个 在 此 语句 中 出 现 。 所 以 ， 由 此 甚至 还 
可 得 到 yw E VX VX dy dye. AF WEP, 上 为 真 ， 故 而 它 也 在 PF, 上 
成 立 ， 因 为 这 两 个 结构 是 6- 初等 等 价 的。 但 是 ， 田 一 方面 , FL VX: VX, 
dy dye, FIG FAK. 

因为 集合 Th,, (F) U {Yy Vy, 7e! 是 有 穷 可 满足 的 ， 故 而 整个 集 
Th (F) U {Vy… Vy, 9! 有 一 个 模型 F，〈( 据 紧 致 性 定理 而 得 )。F, 是 
-初等 嵌入 于 E 的， 而 且 实 际 上 也 可 取 成 为 F, 的 一 个 6- 初等 子 结 构 。 相 应 于 
公式 复杂 度 的 一 个 简单 的 归纳 就 可 证 明 ， 对 于 任意 一 个 从 Do- 公式 和 形 如 X,z)…z 
利用 布尔 算 子 构造 起 来 的 公式 azala, e, %,)， 下 述 结论 成 立 : 对 于 所 有 的 
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w, =, w, EW, 
F,F alw, 0, w], HER, F HE alw, =, w,]o 

一 个 直接 的 推论 是 ， 在 F: 中 为 真 的 YYynne【〈 这 里 "p 是 如 所 描述 的 一 个 公 
R) WEF, BI F, 的 限制 中 为 真 。 这 个 限制 本 身 是 F 到 VY,… Vyno 的 一 个 模 
型 的 一 个 膨胀 。 换 句 话 说 ，F, 帮 AX, AX, Vi Vn Po a 

引 理 17. 8 EREHE R. AA, FRI (R) -EHET AREER 
的 I1(R)- 语 句 ; 但 它 不 对 超 积 保持 。 令 Lo- 语 句 a 表达 这 样 的 要 求 : R 是 带 一 个 
始 元 和 一 个 终 元 的 禁 自 返 线 性 序 ， 使 得 除 那 个 始 元 外 任意 一 个 元 素 都 有 一 个 直接 
前 驱 ， 并 且 除 那个 终 元 外 任意 一 个 元 素 也 都 有 一 个 直接 后 继 。 语 句 

YP(a ACN xY y( (Px AnPy) 一 Roy) 一 (了 了 x( 了 了 7yRyx A7Px) V 
3x(nm3yRxyAPx)V3x3y(RxeyAn3z(RxzARy)APrAnPy)) 

定义 由 所 有 有 穷 线 性 序 所 组 成 的 类 ， 这 是 一 个 对 超 宕 封闭 而 不 对 超 积 封闭 的 类 。 
很 容易 看 出 ， 这 个 语句 等 值 于 一 个 形 如 VP 3x… dee 的 语句 ， 这 里 的 gp 如 引 
理 17.8 中 所 述 。 

鉴于 引 理 17. 1， 别 指望 在 定理 17.7 或 引 理 17. 8 上 做 任何 改进 。 事 实 上 ， 下 
述 TI(R) -语句 峭 虽 然 同时 等 值 于 一 个 形 如 YP3dx xi Vx Vue 的 语句 和 一 个 
形 如 YPVx Vx, Ia Jap 的 语句 ， 但 它 不 对 超 寡 保持 ; 这 里 的 o 如 引 理 17.8 
中 所 述 。 令 -语句 B 公理 化 Th, (CIN, <)) 。 则 语句 

y= VP(BAC( Ax(> AyRyx A Px) AV x(Px— Y y( (Rxy A 
~ 3z( Rxz A Rzy) )—Py) ) ) > V xPx) ) 

定义 CIN, <), HARREMA HERRI o 

全 部 有 穷 线性 序 形成 一 个 并 -初等 类 ， 而 不 是 初等 类 。 因 此 ， 这 里 没有 任何 
一 个 等 价 于 定理 8.6 的 结论 成 立 。 不 过 ， 正 如 第 8 章 中 所 说 明 的 那样 ， 仍 有 两 个 
归 约 结 

(i) 车 一 个 II(R)- 语 句 是 二 A- 初 等 的 ， 则 它 是 工 - 初等 的 ; 

Gi) 车 一 个 IICR)- 语 句 是 并 A- 初 等 的 , 则 它 是 二 -初等 的 。 
这 两 个 断言 都 可 由 一 个 例 行 的 紧 致 性 论证 得 到 。 

USO1 的 另 一 个 刻画 是 用 定理 13. 6 的 证 明 的 一 个 简单 推广 得 到 的 。 令 UV2 是 
由 所 有 框架 上 都 为 真 的 二 阶 语句 所 组 成 的 集 。 

定理 17.9 一 个 IIICR)- 语 句 是 在 SO1 中 的 , 当 且 仅 当 ， 它 是 对 从 使 UV2 在 
其 中 成 立 的 广义 框架 到 其 基础 (标准 ) 框架 的 过 渡 保 持 的 。 

证 明 : 从 左 到 右 的 证 明 恰 好 跟 定理 13.6 的 证 明 一 样 。 至 于 另 一 方向 ， 将 要 
证 明 的 是 ,任意 一 个 具有 所 述 保持 性 质 的 II(R) -语句 wp 是 对 超 积 保持 的 。 


. 150 . 


17 全称 二 阶 语句 





考虑 一 个 框架 集 1F, | ie 7， 使 得 对 各 个 ie1 都 有 F, 厂 pg。 令 U 是 1 上 的 
任意 一 个 超 滤 。 必 须 证 明 的 是 , F= FF pg。 为 了 弄 清 这 一 点 ,构造 一 个 广义 
框架 《F, W) {E o 和 UV2 都 在 其 中 成 立 。(F，W》 是 通过 一 个 超 积 构造 找到 
的 ， 这 个 超 积 构造 最 初 在 第 4 章 中 用 于 一 般 框架 情形 。W 由 所 有 谓词 IvlS;1: 
el} AR, eee SCW: (iel); WAN, iS) tel} 由 
Mois l iel) i, , HHRH, {iell SO, e, 了 (i))} eU 
定义 。 

对 于 眼前 这 个 二 阶 逮 辑 中 的 任意 一 个 以 x1，…，%i 为 自由 个 体 变 项 并 以 
XX ，…，X, 为 自由 谓词 变 项 的 公式 炎 ， 下 述 等 价 命题 成 立 : 

(F, W) Fv (fi. fos Wo {Sl iel, =, My {S71 iell] 
“AM, 
fic IFLR Qf (i), +, FO); Si, +, ET 
通过 施 归 纳 于 y 的 复杂 度 上 来 证 明 这 一 命题 。y = Rex, Pay, bam A 
Y= IARE BB a oF RE IR OT Ee BP AB ED FE Xx, em, ， 则 论证 
如 下 。 

(F,W) E X æn Krlo fos Wy tS; | iel},-, Ty {S? | iell], 5 HX 
当 ,( 据 真 值 定义 而 得 ) Myf Sliell Re fp), 4B, (ELMI) jiel 
| Sf (i) fi) ) | eU, 当 且 仅 当 ,( 据 真 值 定义 而 得 ) fie | FF Xan E 
Lf), FE;Si, 0°, SPU} EU 
最 后 , 若 少 是 必 , 则 论证 美 似 于 对 个 体 量词 所 作 * 若 (下 wW) E AWS fos 
MaiS iel, =, MiS l ien], WAS MB IL, iS I ie 7] ACF, W) 
Exlfi fisMy{Siliell, --, Moisil ie1i]。 据 归纳 假设 可 得 , iell F, 
Eyl G), e PS, o -, 8", S.]} e UU。 于 是 ,这 个 集 被 包含 于 {iell FEF 
dyylf (i), +, FG); Si, 0, SOL ,因此 ,后 面 这 个 集 也 在 U 中 。 

反 过 来 ,如 果 后 面 这 个 集 X 属 于 U, 则 对 各 个 ie 站 而 言 ,可 以 选 定 谓词 S;( 对 
于 对 之 外 的 i, 选择 是 任意 的 ) 使 得 fi eTl ER Eylf Gi), …,f (i); Si, 
S: | 包含 X, 从 而 属于 UAW, MiS | ie 站 显然 就 是 所 要 求 的 谓词 , 它 使 得 





(E,W) Eylf fos Siliel}, --,U,{SPliel}, Mois l tel} | mx. 
从 上 述 等 价 直接 可 知 (F, w) 是 个 广义 框架 。 此 外 ， 由 于 wp 和 UV2 两 者 
都 在 所 有 因子 F, 中 为 真 ， 故 而 它们 将 在 《F，W》 中 为 真 。 = 


就 USO1 的 句法 复杂 性 而 论 ， 可 以 给 出 一 个 比 关 于 M 的 那个 答案 更 确定 的 
回答 (参见 推论 7.9)。 
定理 17.10 USO1 不 是 算术 可 定义 的 。 
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证 明 : 取 任 意 一 个 在 不 计 同 构 意义 下 定义 (Vo, E) ( 即 遗 传 有 穷 集 ) 的 
Tl (R)-i8 9, BM, So 是 不 带 无 穷 公理 的 Z 天 ;但 附带 一 个 公理 以 斯 定 由 
所 有 序数 组 成 的 类 同 构 于 “真实 的 ”w。 令 a 是 任意 一 个 算术 语句 ; 即 a =a(0， 
S, +, +). 0, S，+ 和 .都 可 以 在 9 的 基础 上 定义 出 来 (只 局 部 地 用 到 p), 
所 以 a 在 中 有 一 个 能 行 的 翻译 a” ,使 得 IN E a, ENK, pH a'o R 
们 断定 








g = a, MHN, pg Va e USO1 
这 里 pgVa' 可 以 认 作 是 一 个 1!(R)- 语 句 ， 通 过 拓宽 g 中 全 称 二 阶 量 词 的 辖 域 使 
之 包含 a” 而 得 。 

首先 ,假设 op Ea, WER (Va) oo 在 所 有 框架 上 为 真 ， 因 而 %gV 
a e USO1。 其 次 ， 设 对 某 个 L- HAB, (Va) 过 有 B 在 所 有 框架 上 为 真 。 那 
“a, E V, e) Epit (Vo e) FB SFH (Vs E) 的 任意 一 个 不 
可 数 的 L, -初等 扩充 。F 不 同 构 于 《V。，e )， 从 而 有 下 上 忆 pq。 男 一 方面 , FE 
B, HMAF E pgVa*。 由 此 可 知 F E| a, AMA (Vs, E) Fa’. Raia 
说 , pg Fa’. | 

在 上 述 证 明 中 选取 适当 的 wp 甚至 能 表明 ，VSO1 的 限制 于 仅 带 一 个 (一 元 ) 
二 阶 量 词 的 II(CR) -语句 的 部 分 也 不 是 算术 可 定义 的 。 

但 是 ， 当 合 弃 参 变 项 尺 〈 即 仅 保留 等 词 和 谓词 变 项 ) BY, USO] 就 成 为 算术 
可 定义 的 。 

定理 17.11 由 USO1 中 所 有 无 谓词 常 项 R 出 现 的 语句 所 组 成 的 集 有 一 个 为 
Es 的 算术 定义 。 

WEAR: 内需 证 明 集 合 lol o EER 出 现 的 HI1(R)- 语 句 且 关于 它 有 一 阶 纯 
等 词语 句 少 使 得 gw 在 所 有 个 体 域 上 都 为 真 | 有 允 ?- 定 义 《“ 刁 2” 按 通常 的 方 
式 指 算术 谱系 ) 。 这 一 结论 则 由 下 述 两 个 观察 结果 得 出 。 

第 一 ,“ 9 在 所 有 个 体 域 上 都 为 真 ”这 一 概念 是 Z1 W. B, “gow TE 
所 有 个 体 域 上 都 为 真 ” 这 一 概念 是 HU? 的 。 因 此 ， 存 在 一 个 “使 得 Wp 和 % 
y 二 者 都 在 所 有 个 体 域 上 都 为 真 ” 这 一 概念 是 2 的 【用 模式 表达 就 是 3j( 34 
AVB)=33(4AVB) = 33v (4AB)]。 

第 一 个 观察 结果 是 明显 的 。w-*9 在 所 有 个 体 域 上 都 为 真 ， 当 且 仅 当 , y = 
o (这 里 po- 是 不 带 其 二 阶 量词 的 p) ， 并 且 据 一 阶 膛 辑 的 完全 性 定理 可 知 ， 这 
个 概念 是 的 。 第 二 个 观察 结果 要 求 做 些 演 算 。 开 始 先 注意 ， 从 少 可 以 能 行 地 
得 到 一 个 峭 * ， 使 得 峭 " 是 峭 的 一 个 具有 下 述 形式 之 一 的 逻辑 等 值 式 : 

(i) L; 
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(ii) T; 

(iii) (Pa Vee VP) R (Pu VVP,)。 
(这 里 的 P; 是 表达 个 体 域 中 恰 有 i 个 元 素 这 一 事实 的 那个 纯 等 词语 句 )。 这 样 ， 
“pnb 在 所 有 个 体 域 上 都 为 真 ”这 一 陈述 就 等 值 于 下 述 的 析 取 命题 :“(i) y” = 
Ln 9 在 所 有 个 体 域 上 都 为 真 ， 或 者 〈ii) y= 工 且 一 切 妥 当 ， 或 者 (ii) 
w= (PV…VP) Hes (PV VP) 在 所 有 个 体 域 上 都 为 真 ， 或 者 
Gv) y= (Pa VOV Pa) E (Pa Vee VP) 一 9 在 所 有 个 体 域 上 都 为 
Ao” 只 需 证 明 所 有 这 四 个 析 取 支 都 有 1 了: 定义 就 可 以 。 令 p = VX YXX， 这 
By ax(X,, e, XX,，= ) 是 一 个 一 阶 语句 。 析 取 支 (i) SF “AX, AX WV 
所 有 个 体 域 上 都 为 真 "。 据 骆 文 汉 姆 -斯 科 伦 - 塔 尔 斯 基 定 理 可 知 ， 如 果 卫 冯 … 
IX, 在 一 个 无 穷 个 体 域 上 为 真 则 它 在 所 有 无 穷 个 体 域 上 都 为 真 。 此 外 ， 据 紧 
致 性 定理 可 知 ， 如 有 果 3X,… 习 XX 在 所 有 有 穷 个 体 域 上 都 为 真 ， 则 它 至 少 在 一 
AEB MER EAH, BULA, JX, dX y 在 所 有 个 体 域 上 都 为 真 当 和 且 仅 
当 它 在 所 有 有 穷 个 体 域 上 都 为 真 。 而 后 一 个 概念 是 1? 的 。 情 形 Gi) 显然 。 情 
形 (iii) 类 似 (i): ESP “AX, AX, y 在 所 有 其 基数 不 同 于 nn ，…， n, 的 
有 穷 个 体 域 上 都 为 真 ”"。 最 后 情形 (iv) 等 于 断定 JX IX, y 在 基数 为 n, 

，ns 的 有 穷 个 体 域 上 为 真 : 这 是 可 以 递归 地 验证 的 断言 。 a 

已 经 说 过 ， 广 义 框 架 满足 的 闭 包 条 件 正 像 MY 的 定义 〈 定 义 9.14) 中 的 闭 
包 条 件 。 下 述 概念 确实 推广 了 该 定义 背后 的 想法 。 

定义 17.12 ”GUSO1 就 是 由 II1(CR) -语句 所 组 成 的 集 ， 所 有 这 些 语句 对 从 任 
意 一 个 使 它们 在 其 中 成 立 的 广义 框架 《FE, W〉 到 基础 框架 F 的 过 渡 保 持 。 

类 似 于 定理 9. 15 的 一 个 结果 在 这 里 同样 成 立 。 

定理 17.13 GUSO1SUSO1; GUSO 是 递归 可 枚 举 的 。 

WEAR: 由 定理 17. 9 WERA, GUSO1CUSO1, (Lp—LLp) A (LMp—MLp) 
的 例子 现在 也 起 作用 : 它 属 于 USO1 但 不 属于 GUSO (参看 第 9 章 ) 。 最 后 ， 由 
下 一 个 结果 可 知 ，GUSO1 是 递归 可 枚 举 的 。 E 

定理 17.14 —*S IL, (R)-i8 EE GUSO1 TH, SAMS, FERA mo- 语 
Aa) y {E18 p* 站 在 所 有 广义 框架 上 都 为 真 。 

证 明 : 如 果 有 一 个 如 所 描述 的 语句 东 ， 并 且 如 果 〈E， 双 是 一 个 使 p 在 其 
上 成 立 的 广义 框架 ， 那么 也 有 (F, W) E ypo BY eT LA, TK 
意味 着 F E y, AMEE F E pg (任意 一 个 框架 按 一 种 明显 的 方式 构成 一 个 广 
义 框架 ) 。 

WR wp e GUSO1 如 上 定义 ,那么 据 定理 13.7 AA, pe VSO1。 即 有 一 个 
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Lo- WA y EI ooy EMARE., WI, gop 还 在 所 有 广义 框架 上 都 
为 真 。 因 为 , $ (F, W) Fo HF ge GUS01， KMAF FE pg。 那么 也 有 
FE y AmA (F, W) E yp AY ES 0- 语句。 另 一 方面 ， 如果 CF, 
w) 瞩 wyw， 则 因 同 样 的 理由 有 E y, AMAF E po Ae 是 一 个 II(R)- 
语句 ， 故 而 更 有 理由 说 《F，W)》 上 帮 9 成立。 a 

定理 17. 14 以 一 种 很 简单 的 方式 使 GUSO1 和 USO 联系 起 来 (可 惜 ， 模 态 类 
MY” 和 M1 之 间 的 联系 不 是 那样 简单 。MY 不 是 由 所 有 那些 在 所 有 一 般 框架 上 等 
值 于 某 个 zu- 语句 的 模 态 公式 所 组 成 的 类 。 该 类 只 由 所 有 闭 模 态 公式 组 成 〈 参 看 
引 理 13.2) ) 。 

本 章 最 后 部 分 的 结果 都 跟 框 架 类 的 IILi(R)- 可 定义 性 有 关 。 我 们 将 给 出 这 些 
框架 类 的 语义 刻画 ， 由 凯 斯 勒 关于 一 阶 可 定义 的 框架 类 的 结果 得 来 ， 非 常 类 似 于 
由 关于 等 式 复 的 柏 克 霍 夫 定理 得 到 定理 16.4。 什 么 样 的 框架 类 可 以 用 我 们 二 阶 语 ， 
言 中 的 一 组 语句 来 定义 ， 这 一 较为 一 般 的 问题 最 终 被 证 明 是 容易 回答 的 。 因 此 ， 
请 读者 跳 过 本 章 的 以 下 部 分 ， 直 到 读 过 第 18 章 的 相关 部 分 后 再 回 过 来 ， 特 别 是 
定理 18. 13 及 其 证 明 要 先 读 。 

最 终 将 找到 的 结果 具有 这 样 的 形式 : “一 个 框架 类 是 由 一 组 HT1(R)- 语 句 定义 
的 ， 当 且 仅 当 ， 它 对 …… (适当 的 语义 运算 ) HA.” 于 是 很 容易 明白 ， 对 于 一 个 
给 定 的 框架 类 K, AA K 的 最 小 的 11(R) -可 定义 框架 类 是 MOD ( Thyra (K) ) 0 
这 里 Than (K) AEH BTA ARE K 中 的 所 有 框架 中 都 为 真 的 1(R)- 语 名 所 组 成 
的 集 ， 并 且 对 任意 一 个 集 壮 ，WMOD( 习 ) 是 由 所 有 使 三 成 立 的 结构 所 组 成 的 类 。 
其 想法 就 是 要 查 明 MOD (Th (K ) 是 否 有 某 个 合理 的 语义 刻画 。 就 一 阶 逻 辑 
情形 而 言 ， 存 在 有 一 个 相关 的 结果 。 令 Tha OK) SEH TA ARSE K 中 的 所 有 结 
构 中 都 为 真 的 全 称 一 阶 语句 所 组 成 的 集 。 显 然 ，MOD( Th (KERA K 的 最 
小 的 全 称 可 定义 框架 类 。 现 在 ， 对 于 任意 的 类 KK, 令 1K) 2 K 中 所 有 结构 的 
同 构象 所 组 成 的 类 ，S(K) 是 由 K 中 所 有 结构 的 子 结构 所 组 成 的 类 ,并 令 UK) Fe 
由 K 中 所 有 结构 的 超 积 所 组 成 的 类 。 那 么 下 述 等 式 成 立 。 

定理 17.15 MOD(Th,,;,(K)) =ISU(K). 

证 明 : 2 部 分 由 熟知 的 U、S 和 了 的 保持 性 而 得 。C 部 分 由 下 述 事 实 而 得 : 
Th (K) 的 任意 一 个 模型 都 可 同 构 嵌 人 于 K 中 成 员 的 一 个 超 积 。 a 

要 能 在 这 里 找到 一 个 类 似 的 联系 当然 会 令 人 高 兴 。 比 方 说 , 若 F 请 Thio (K), 
则 就 某 个 适当 定义 的 子 结 构 及 超 积 概念 8" 和 VU" 而 言 , Fe 1S"U* (K)。K 上 的 
一 个 闭 包 条 件 则 基本 上 是 “Fe1S*U" (KK)” 的 陈述 中 抽出 来 的 。 实 际 情形 更 复 
杂 一 些 ， 但 这 仍然 是 主要 想法 。 
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考虑 任意 一 个 框架 了 使 得 F Thn 〈 开 ) 。 完 全 追随 -- 阶 逻辑 中 的 证 明 过 
程 〈 指 17.15 中 的 证 明 ) 就 得 到 一 个 由 结构 F, e K (i cD) 形成 的 多 种 类 超 积 
(参看 第 18 章 ) M = I, F,, 使 得 各 个 在 M PAER I. (R) -Eate F 中 为 
真 , 为 了 和 弄 清 这 一 点 ， 考 虑 卫 = [pl p 是 使 得 F E `e 成 立 的 II(R)- 语 句 } 。 
三 的 各 个 有 穷 子 集 都 有 一 个 模型 在 K 中 。 假 定 不 是 如 此 ,那么 ， 对 某 些 -op，，…， 
“ee LD, Op A Anp) ( 即 pV…V ogi) 将 会 在 KK 中 的 所 有 结构 中 都 为 
真 。 于 是 ， 由 一 个 容易 的 量词 处 理 可 得 ，gp, V… VV pi 等 值 于 单独 一 个 I1!(R)- 语 
名 gp; 此 外 ，p EE Thu (KK) 中 的 。 这 是 一 个 矛盾 ， 因 为 据 假设 可 知 这 样 的 
语句 op EEF 中 成 立 。 类 似 于 我 们 熟知 的 紧 致 性 定理 超 积 证 明 中 的 那样 一 个 构造 
就 可 以 产生 所 要 求 的 多 种 类 (1) 超 积 M。 

实际 上 ， 如 果 M 相对 于 有 所 要 求 的 性 质 ， 那 么 它 的 满 超 积 也 是 如 此 。 但 
是 ， 在 我 们 的 论证 过 程 中 ， 多 种 类 超 积 的 应 用 无 论 如 何 都 不 可 避免 。 

下 一 步 是 利用 F 和 M 作为 构造 初等 链 的 出 发 点 ， 这 两 条 链 将 分 别 产 生 链 极 
限 F， 和 M,， 使 得 F, 同 构 于 M 的 一 种 适当 的 子 结构 [ 换 句 话说 F，# 
S*( {Mi} )]。 那 么 ,由 于 F(M) 和 F, (Mi ) 是 初等 等 价 的 ,FF 将 是 在 EIS* EU, 
(K) 中 的 。 这 里 ， 对 任意 一 个 多 种 类 结构 类 KK,，E(K) 是 由 所 有 初等 等 价 于 K 
中 某 个 结构 的 结构 所 组 成 的 类 ， 而 UK) 则 是 由 所 有 K 中 结构 形成 的 多 种 类 超 
职 所 组 成 的 类 (参看 第 18 章 )。 男 一 方面 ， 一 些 更 多 的 操作 将 表明 ,事实 上 Fe 
ES*U,(K); 由 此 可 以 蔡 取 所 要 求 的 主要 定理 。 

初等 链 构造 过 程 中 的 某 些 技术 上 的 困难 使 得 有 必要 从 II!(R) -语句 改变 成 由 
从 多 种 类 观点 较 易 处 理 的 语句 所 组 成 的 一 个 集 。 这 些 种 类 是 S (AMA). S 
元 谓词 )、5,… 等 等 ， 如 第 18 章 中 所 作 。 

定义 17.16 一 个 矿 语句 就 是 任意 一 个 从 原子 公式 及 其 否定 利用 人 、V 对 种 
26S, (的 变 项 ) 而 言 的 Y 、3 以 及 对 其 他 种 类 (的 变 项 ) 而 言 的 V 构造 起 来 的 
多 种 类 语句 。 

引 理 17.17 (AC) ”对 于 任意 一 个 态 语 名 《看 做 二 阶 语句 )， 存 在 一 个 
IT;(R)- 语 名 在 由 所 有 标准 模型 所 组 成 的 类 上 等 值 于 它 。 

HERA: 将 这 个 UV- 语 句 转化 成 一 个 前 束 范式 。 然 后 应 用 换 位 原则 : 

VaV YooVYV xo, 

(AC) AxVYoOVY' Axp’ (人 参看 第 18 章 ) 
使 所 有 不 同 于 So 的 种 类 上 的 全 称 量词 都 移 到 前 面 。 E 

再 次 ， 考 虑 任意 一 个 使 得 F 户 Thn (K) 成 立 的 框架 FE。 据 引 理 17. 17， 
也 可 假定 F 片 Th, (K). ZE, Th,(K) 是 由 所 有 在 K 中 所 有 结构 中 都 为 真 的 
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U- 语 句 所 组 成 的 集 。 如 前 一 样 的 论证 就 产生 UK) 中 的 一 个 结构 M， 使 得 各 个 
在 M 中 为 真 的 -语句 也 在 中 为 真 。 现 在 ， 可 以 开始 构造 初等 链 。 为 了 陈述 相 
关 的 结果 ， 有 必要 详细 说 明 $ 在 前 面 的 《部 分 非 正式 的 ) 讨论 中 意 指 什么 。 

定义 17.18 多 种 类 结构 N 的 一 个 谓词 子 结构 M (这 一 术语 是 为 此 特 设 的 ) 
就 是 N 的 一 个 有 与 N 一 样 的 个 体 域 ( 即 So) 的 多 种 类 子 结构 。 对 任意 一 个 K, 
S(K) 是 由 K 中 所 有 结构 的 谓词 子 结构 所 组 成 的 类 。 

引 理 17. 19 ”如 果 在 某 个 多 种 类 结构 M 中 为 真 的 各 个 UV- 语句 也 在 多 种 类 结 
构 N 中 为 真 ， 那么 存在 M 和 NN 的 初等 扩充 (OA) M*A N+E N AF 
M 的 一 个 谓词 子 结构 。 

证 明 : 这 个 论证 有 点 像 第 15 章 中 所 用 的 那个 。 出 发 点 是 满足 M-U(L)-N 
的 满足 某 个 语言 五 的 两 个 结构 M，N， 即 区 中 的 在 M 中 为 真 的 各 个 中 语句 也 在 
N 中 为 真 。 那 么 ， 一 步 一 步 地 将 构造 出 一 个 “上 ”初等 链 M，M ，M2 ，… 和 一 
个 “下 ” 链 N，N,，N: ，…。 第 一 步 对 于 整个 过 程 来 说 是 典型 的 。 

AM 个 体 论 域 中 的 各 个 w 都 附加 唯一 一 个 新 常 项 w RSL, MARSA 
言 忆 。 通 过 使 各 个 w 解释 为 w 将 M 膨胀 成 一 个 L'- 结 构 M'， 于 是 = lol oÆ 
L' 中 的 一 个 在 M' 中 为 真 的 U- 语 句 | 的 各 个 有 穷 子 集 都 有 一 个 为 N 的 膨胀 的 模 
HM, AW, Oo, oe L, MARR CRIT) 为 wW，…，wno WA, X 
于 不 在 p, 7, oO 中 出 现 的 、 种 类 S, 的 变 项 x， o, ta M E dape dx, 
[ay /Wy 5 ty En / Wy) (gi 人 … 人 gs)， 从 而 工 的 这 个 U0- 语句 在 N 中 成 立 。 由 此 可 
知 ， 于 有 一 个 模型 N' 为 N OY LE E. TERE, M' -U(L') -N'o 

ME, AN, 全 部 论 域 中 的 各 个 w 附加 一 个 新 的 个 体 常 项 w， 最 终 得 到 一 个 
语言 L,。 通 过 使 各 个 w 解释 为 w KN’, 膨胀 成 一 个 -结构 Ni。A= {el pÆ 
L 中 的 一 个 使 得 Ni 上 me 成 立 的 UV- 语句 ) 的 各 个 有 穷 子 集 都 有 模型 为 M' 的 脱 
IK, AW, Sng, ©, te, e A， 所 含 新 的 《 -L') - 常 项 (总计) 为 
wW, e, Wo BERA M 的 膨胀 满足 -pi A 人 一 go。 那么 上 中 的 U- WA 
Ya Van [AW An Wa] Co Ve Vg) 在 M' 中 成 立 ， 因 而 它 必定 在 
N 中 成 立 ， 这 是 一 个 矛盾 。 由 此 可 知 ，A 有 一 个 模型 M, 为 M' 的 一 个 上 初等 扩 
充 ， 并 满足 M -U(L,) -N,, 等 等 。 


结构 : M M < M, ， \ 
< 1? < Ny 
语言 : LL LD D Lp Uso Goe bpo 


最 后 ， 考虑 各 自 的 链 极限 N 和 M 。 一 个 明显 的 同 构 使 N RAT OM" OE 
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意 ， 由 和 集 玉 的 选取 可 知 ， 这 个 同 构 只 相对 于 M 的 个 体 论 域 是 到 上 的 。 换 句 话 
说 ，N’ 同 构 于 M ?的 一 个 谓词 子 结构 。 E 

引 理 17. 19 的 证 明 方 法 较 普 遍地 适用 于 有 任意 多 个 常 项 论 域 的 情形 ， 而 不 是 
只 适用 于 仅 有 第 一 种 类 S, 的 情形 。 当 然 ， 定义 17. 16 必须 做 相应 的 调整 。 此 外 ， 
很 容易 推广 此 证 明 ， 用 来 证 明 在 谓词 子 结构 下 的 保持 和 依靠 V- 语 句 的 可 定义 性 
二 者 是 重合 的 。 

把 引 理 17. 19 应 用 到 先前 的 M 和 下 就 表明 ,FF 的 某 个 初等 等 价 物 了 同 构 于 
U,(K) 中 某 个 结构 M 的 一 个 初等 等 价 M 的 某 个 谓词 子 结构 。 更 简 言 之 Fe 
EIS* EU, (K), 

可 以 做 一 个 明显 的 简化 。 对 任意 一 个 类 K, WOR Fe EI(K), AKA FeE(K), 
从 而 Fe ES* EU,(K)。 进 一 步 的 简化 要 求 较 多 一 点 的 思考 。 

51 17.20 对 任意 框架 类 K, ES* EU,(K) CES*U(K)。 

证 明 : & MCES* EU, (K), MFE M 的 一 个 初等 等 价 M AES M, 的 一 
个 谓词 子 结构 ， 这 个 M，( 反 过 来 ) 初等 等 价 于 K 的 中 结构 M,(ie71) 的 某 个 多 
种 类 超 积 IIvM;。 可 以 图 示 为 

M=M, CM, = [[,M; 
于 是 ， 据 引 理 18.10 可 知 ，M, AMM: 有 同 构 的 多 种 类 超 寄 ， 设 为 II,M2 和 
IILIvM;。 由 引 理 18.11 可 知 ， 后面 的 结构 属于 U (K) 因而 JIM 也 属于 
1U,(K) 。 另 外 ,下面 的 这 个 明显 的 换 位 原则 成 立 : 

如 果 就 各 个 ze 而 言 M, EN, 的 一 个 谓词 子 结构 ， 并 且 如 果 U 是 I 上 的 一 个 
超 滤 ， 那 么 多 种 类 超 积 IILvM, 同 构 于 多 种 类 超 积 IIvN; 的 一 个 谓词 子 结 构 ( 利 用 
AIRRA) 。 

所 以 ,多 种 类 超 寡 IIvM ATM, 的 一 个 谓词 子 结构 ,因而 属于 NS IU, (K). 
显然 ， 对 任意 一 个 类 KK,，5 7(K) CIS" (K), AmILM, 属于 7 DCK)， 即 
属于 ISU (K), 。 此 外 ，M 初等 等 价 于 I,M ， 这 又 蕴涵 M e EEIS*U,(K), 
为 M 初等 等 价 于 MI 。 由 此 立即 可 以 得 到 结论 : Me ES* Ul(K)。 a 

前 面 讨 论 的 结果 可 以 整理 如 下 。 

引 理 17.21 如 果 K 是 一 个 框架 类 并 且 下 是 一 个 使 得 F = Thi (K) 成 立 
的 框架 , 那么 Fe ES*U,(K), 

PAARL, WA F 属于 MOD(Thnicr( 民 ))， 那 么 F 初等 等 价 于 K 中 结 松 
F, (ie 站 的 一 个 多 种 类 超 积 IILvE;, 的 某 个 谓词 子 结构 M。 据 引 理 18. 10 还 可 知 ， 
F 和 M 将 有 同 构 的 多 种 类 超 寡 IILWE 和 JII,M。 利 用 上 面 的 转换 原则 可 得 ，II,M 
WRT LF; 的 某 个 谓词 子 结构 ， 这 个 子 结构 本 身 同 构 于 K 中 框架 G, 的 
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某 个 多 种 类 超 积 IIsGj。 用 上 面 的 符号 表示 就 是 ，IIVE eS U (K), R# (A 
用 明显 的 简化 ) IILVEe 1S* U1(K)。 这 是 最 终结 果 ， 余下 要 做 的 就 是 创造 一 个 专 
门 名 词 来 描述 它 。 

定义 17.22 M 为 结构 集 {M1 iel 的 一 个 多 种 类 子 超 积 是 指 M 为 某 个 
多 种 类 超 积 IIvM 的 一 个 谓词 子 结构 (这 里 UV 是 7 上 的 一 个 超 滤 )。 

回顾 一 下 “ 超 根 ”概念 ， 参 看 定义 18. 12。 

定理 17. 23 一 个 标准 模型 类 K 是 由 一 个 II(CR) -语句 集 定义 的 ， 当 且 仅 
汝 ， 它 对 这 样 的 框架 封闭 ; 这 些 框架 是 K 中 框架 集 LF, | iel) 的 多 种 类 子 超 积 
的 超 根 。 

当然 ， 这 个 定理 纯粹 是 “为 证 明 而 给 出 的 ” (参看 关于 定理 16.4 所 作 的 类 
似 说 明 ) ,但 是 得 到 它 的 论证 仍旧 具有 茶 种 独立 的 意义 。 
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本 章 中 的 二 阶 语言 同 于 第 17 章 。 差 别 在 于 ， 这 里 将 要 考虑 的 是 全 部 语句 ， 
而 不 只 是 I1(R)- 语 句 。 关 于 这 种 逻辑 所 知 的 结果 极 少 。 这 些 结果 中 的 大 多 数 都 
是 通过 将 一 阶 方法 的 能 力 发 挥 至 极端 而 得 到 的 一 一 这 仍 不 能 使 我 们 深入 这 一 领 
bh, “BMRB SMA AIR, 正如 [17] 中 所 注意 的 那样 。 本 章 并 不 妄 求 
补救 这 一 情形 ， 本 章 只 是 作为 从 “ 模 态 公 式 ” 到 “II(R) -语句 ” 到 …… 这 一 系 
列 推广 的 一 种 自然 后 果 而 附加 进来 的 。 

二 阶 收 辑 最 显著 的 特征 是 它 异常 依赖 于 关于 由 所 有 结构 所 组 成 的 类 所 做 的 集 
论 假设 。 例 如 ， 即 使 是 证 明 诸 如 xVYp> VY jxo' 一 类 最 简单 的 量词 交换 规则 
也 需要 有 选择 公理 。 这 里 ，* 是 一 个 个 体 变 项 ,了 是 一 个 n 元 谓词 变 项 ,， 并且 
是 一 个 新 的 n +1 元 谓词 变 项 ， 而 w' 则 是 将 e 中 形 如 Yz z, 的 子 公 式 换 成 
Y'z…z% 后 所 得 的 结果 。 这 样 的 原则 也 为 证 明 (APR) 范式 定理 所 必需 ， 该 定理 
的 大 意 是 说 ， 任 意 一 个 二 阶 语句 都 等 值 于 一 个 形 如 “二 阶 量词 序列 -一 阶 量词 序 
列 -无 量词 母 式 ” 的 公式 。 

另 一 个 例子 是 诸如 Yx A yRey ASV Rafe 一 类 的 斯 科 伦 归 约 。 

对 比 起 来 ， 一 阶 逻 辑 相对 来 说 是 不 受 这 类 问题 影响 的 。 可 是 ， 在 这 些 附 属于 
学 位 论文 原文 号 的 问题 之 一 中 ， 关 于 阿 伯 格 的 论文 “集合 论 中 的 相对 性 现象 ” 
(Relativity Phenomema in Set Theory, Synthese 27, 1974, 189 ~ 198 ) 有 一 个 注 记 
说 ， 存 在 策 梅 罗 - 弗兰克 和 尔 集 论 的 扩充 理论 ， 在 此 理论 中 可 证 明 为 普遍 有 效 的 
L- BARE bo- 你 辑 真 的 语句 多 ,但 这 仅仅 是 好 奇 而 已 。 

就 对 形而上学 感 兴趣 的 读者 而 言 ， 这 里 就 是 论证 。 下 述 当 且 仪 当 命题 不 能 对 
于 所 有 的 -语句 a 都 成 立 : 

上 Fa， 当 且 仅 当 ,ZF H “JFF Fa” (x) 
因为 ， 否 则 的 话 ， 由 所 有 不 普遍 有 效 的 [0- 语 句 所 组 成 的 集 将 是 递归 可 枚 举 的 。 
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然而 ， 据 波斯 特定 理 可 知 ， 由 所 有 普遍 有 效 的 -语句 所 组 成 的 集 将 会 是 递归 的 ， 
因为 由 完全 性 定理 可 知 这 个 集 是 递归 可 枚 举 的 。 不 过 ， 这 将 矛盾 于 丘 奇 的 定理 。 
Zl, RAAB (k) 有 一 半 是 正确 的 : WR ZF “AFF Hea", BAR a, 
因为 ， 如 果 E= a, W Fe， 从 而 显然 有 ZF H “YEE Ro”; 由 一 个 直接 的 句法 
论证 而 得 。 由 此 可 知 ，ZF 上 “FF Ro”, EBE ZF 为 协调 的 。 

结论 必定 是 说 ( 支 ) 的 男 一 方向 不 成 立 。 即 有 一 个 6- 语句 a 使 得 上 qa， 而 
AWA ZF y “IFF”; 或 者 ， 等 价 地 说 , 使 得 ZFU {1“VYFF Ea”) 为 
协调 的 。 后 面 这 个 理论 会 是 ZF NSE “BRA” a 后 的 扩充 但 实际 
Eas 

注意 ， 下 述 等 值 命题 对 于 所 有 的 Lo- A a 都 成 立 : 

= a， 当 和 且 仅 当 , Zr H “YFF Ega” 

WA, 通常 的 ZF 扩充 并 不 增 大 Lo- 逻 辑 真 句子 的 总 量 。 例 如 ， 如 果 ZFL (= ZF 
加 可 构造 性 公理 ) H “VEFFE, 那么 据 世 的 完全 性 定理 (这 在 ZF 内 就 已 
经 可 用 ) BTS, ZFL F “a 是 名 -可 证 的 ”"。 但是， 后面 这 个 断言 是 算术 的 ， 因 而 
(由 相对 于 算术 陈述 在 ZF 之 上 是 保守 的 可 得 ) ZF 上 “a 是 -可 证 的 "。 那 么 ， 
再 次 利用 ZF 中 的 完全 性 定理 就 得 到 ZF 上 “YFF Ea”, 

在 上 面 的 离 题 讨论 之 后 我 们 回 到 较 普 通 的 话题 。 

标准 模型 仍 是 原来 的 框架 。 但 是 ,我 们 现在 将 考虑 较 复 杂 的 一 般 模 型 ， 它 们 
的 谓词 集 都 对 由 下 述 定义 表述 出 来 的 、 较 广泛 的 要 求 封 闭 。 

定义 18.1 一 个 一 般 模 型 “F,，W〉 由 一 个 框架 F 和 FF 上 的 一 个 谓词 集 W 
组 成 ， 使 得 对 于 所 有 的 二 阶 公式 gp =e(X,, ,Ki Jis Ym Z9 03’ Za) 、 W 











中 的 所 有 谓词 5, ，…，S; [使 得 若 X; 是 7 元 的 则 S, IRET (1<ixk) |] 以 及 
W 中 的 所 有 元 素 wi ，…，w 而 言 ， 下 述 谓词 属于 W: 
{ vy, 90) [|v ,9, EW, H 
CF, W) E g [Si, 0t, Spi Wi, 0, Was Di, 0, vn) 


当然 ， 这 个 闭 包 条 件 是 高 度 地 非 直 谓 的 ， 其 中 的 p 也 许 含有 某 些 在 W 上 取 值 的 
量词 。 任 意 一 个 框架 都 可 被 视 同 于 一 般 模型 《FF，W)， 这 里 W 由 下 上 的 所 有 请 
词组 成 。 正 如 在 第 17 章 中 那样 ， 对 于 一 个 给 定 的 框架 总 存在 有 一 个 最 小 的 一 
BEA (F, W) (RZE); 但 是 ( 跟 第 17 章 中 不 一 样 的 地 方 在 于 ) 无 法 为 
这 样 一 个 最 小 的 模型 建立 任何 一 个 简单 的 构造 性 概念 。 一 般 模型 的 用 处 就 在 于 它 
们 为 一 个 很 自然 的 二 阶 演绎 系统 提供 了 一 个 完全 的 语义 '” 。 

另 一 方面 ， 框 架 上 的 善 遍 有 效 性 在 二 阶 逻 辑 中 成 为 一 个 很 有 意义 的 概念 。 正 
如 推论 13. 1 中 所 述 ， 由 所 有 普遍 有 效 的 模 态 公式 所 组 成 的 集 是 递归 的 。 第 17 章 
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中 的 注 记 说 ， 由 所 有 普遍 有 效 的 TI!(R)- 语 句 所 组 成 的 集 是 递归 可 枚 举 的 (不 过 
它 不 是 递归 的 )。 如 果 除 等 词 外 不 允许 任何 一 阶 参 变 项 ， 那 么 所 有 普遍 有 效 的 
王 1(R)- 语 句 所 组 成 的 集 是 1- 可 定义 的 ， 正 如 在 定理 17. 11 的 证 明之 中 所 显示 
的 那样 。 但 是 ， 普 遍 有 效 性 在 句法 谱系 的 下 一 层次 上 却 成 为 超 算术 的 。 为 了 看 出 
这 一 点 ， 回 顾 一 下 第 1 章 中 提 到 的 杜 茨 的 结果 : 甚至 有 穷 类 型 论 (参看 第 19 章 ) 
中 的 普遍 有 效 性 都 可 归 约 到 形 如 VR3 Pp(R, P) 的 二 阶 语句 的 普遍 有 效 性 ， 这 
E, RR 是 一 个 二 元 谓词 变 项 ,P 是 一 个 一 元 谓词 变 项 ， 并 且 p EAR AP 表达 的 
一 个 一 阶 语句 。 称 形 如 “全 称 二 阶 量词 - 特 称 二 阶 量词 - 一 阶 语句 ”的 二 阶 语 
句 为 I- 语 句 。 如 果 这 个 二 阶 量词 前 缀 颠倒 过 来 ， 则 称 这些 语 句 为 忆 - 语句 ， 只 
要 不 出 现任 何 一 阶 谓词 常 项 就 可 (与 有 效 性 有 关 ， 这 些 语句 导致 语句 前 面额 外 的 
全 称 二 阶 量词 ) 。 

两 个 简单 的 例子 表明 这 样 的 语句 是 何等 的 复杂 。 

引 理 18.2 ”在 所 有 标准 模型 中 都 为 真 的 所 有 贡 :- 语 句 所 组 成 的 集 不 是 算术 可 
定义 的 。 在 所 有 标准 模型 中 都 为 真 的 所 有 -语句 所 组 成 的 集 不 是 算术 可 定 
义 的 。 

证 明 : 一 个 使 算术 语句 译 成 这 一 类 二 阶 语句 的 适当 的 翻译 将 证 明 这 两 个 断 
定 ， 用 塔 尔 斯 基 的 不 可 定义 性 定理 就 可 以 得 到 。 现 在 将 勾勒 相关 的 论证 。 

Hi, SPP 是 公理 化 二 阶 皮 亚 诺 算 术 的 全 称 二 阶 语句 ( 带 一 阶 参 变 项 0， 
S, +, *)o PA 在 不 计 同 构 的 意义 下 定义 标准 模型 《IN, 0, S，+，… )。 可 
以 把 它 写 成 YXp 和 人 B， 这 里 VY Xp 是 二 阶 归纳 公理 而 6 则 是 其 余 (一 阶 ) 公理 的 
合 取 。 

对 任意 一 个 算术 (一 阶 ) 语句 y， 下 述 成 立 ; 

(i) (IN, 0, S$5，+，*') 瞩 y， 当 且 仅 当 ，VYOVSY +Y- (Py) 在 
所 有 标准 模型 中 都 为 真 。 于 是 ， 后 面 的 语句 等 值 于 VOVSV +Y . IX (p A8> 
y)。 第 一 个 量词 V0 可 以 跟 VS、VY + 和 VY， 交换， 也 可 以 跟 习 邯 交 换 ; 因为 有 
归 约 原则 

VxjYpe JY Yaxp’ 
它 是 本 章 开 始 时 提 到 的 那个 原则 的 对 偶 。 结 果 是 这 个 当 且 仅 当 命题 右 侧 的 一 个 
IT -语句 (当然 ， 函 项 量词 必须 换 成 适当 的 谓词 量词 : 但 是 ， 这 些 都 是 不 足 道 
的 ) 。 

证 明 本 引 理 第 二 个 断言 所 需要 的 等 价 命题 是 

(ii) (IN, 0, S, +, -) Ey, MERK, Af (是 从 其 个 体 域 到 其 个 体 
域 的 一 个 一 一 而 非 到 上 的 函数 ) 一 J3N30353j + 习 3" a PASA (y)") 在 
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所 有 标准 模型 中 都 为 真 [这 里 N 是 一 个 一 元 谓词 变 项 ，( PA’) 和 (y)™ 都 显然 
是 相对 化 ] 。 

右 侧 的 公式 的 后 承 语句 等 值 于 一 个 瑟 ;- 语 句 ， 通 过 类 似 于 上 面 的 考虑 而 得 。 
因此 ， 整 个 语句 等 值 于 一 个 玉 ; -语句 ， 利 用 依据 于 模式 3 一 3 VY、3 (3 一 Vv )、 
Ij3Y(3 一 -)、3 YYV(- 一 -) 的 量词 交换 而 得 。 a 

这 里 将 不 给 出 任何 演绎 系统 。 根 据 下 述说 明 ， 只 需 眼 前 的 语言 国定 任意 一 个 
合理 的 可 推导 性 概念 上 ， 使 它 相 对 于 上 述 一 般 模 型 类 为 完全 的 就 可 。 结 果 是 ， 这 
个 “完全 性 ”概念 一 一 在 定义 6.4 的 意义 下 一 一 在 这 里 没有 任何 有 意义 的 推广 。 
Tek, 我 们 可 以 定义 一 个 类 似 的 概念 。 

定义 18.3 一 个 二 阶 语句 9 为 完全 的 ， 是 指 对 于 所 有 的 二 阶 语句 yy,， ew 
(E pw 在 所 有 标准 模型 中 为 真 ) ， 当 且 仅 当 ，p Hro 

但 是 ， 这 一 概念 被 证 明太 强 。 令 UV 是 由 在 所 有 标准 模型 中 都 为 真 的 二 阶 语 
句 所 组 成 的 集 。 

引 理 18.4 ”一 个 二 阶 语句 p ETEK, HNA, g FUV. 

证 明 : Ho 是 完全 的 ， 则 对 任意 一 个 we UVY，9p bb, AAG E ypo KH 
im, 如果 pg FUV， 而 且 如 果 还 有 8 EK y (Meow e UW), 那么 gpg teu, Mit 
e Hyo thot, HR 上 是 为 了 保证 , Be Fy， We Ew. WA, HETA p 是 完 
全 的 。 a 

同样 ， 有 两 个 一 阶 可 定义 性 概念 ， 一 个 是 依据 标准 模型 给 出 ， 另 一 个 则 依据 
一 般 模 型 给 出 。 

定义 18.5 S01 是 由 二 阶 语句 只 所 组 成 的 集 ， 对 于 这 样 的 pp， 存 在 一 个 
六 -语句 a 使 得 poo 在 所 有 标准 模型 中 都 为 真 (参看 定义 17.6)。 

GSO1 是 由 二 阶 语句 o 所 组 成 的 集 ， 对 于 这 样 的 p， 存 在 一 个 -语句 a 使 得 
pea 在 所 有 一 般 模型 中 都 为 真 〈 人 参看 定理 17. 14) 。 

显然 ，GSO1 CSO1, 但 反 过 来 不 成 立 。 此 外 ，GSO1 是 递归 可 枚 举 的 ， 因 为 
在 所 有 一 般 模型 中 都 为 真 这 是 一 个 递归 可 公理 化 的 概念 (参看 前 面 的 说 明 ， 或 者 
[33]). 

有 若干 方法 可 以 用 来 得 到 SO1 的 一 个 语义 刻画 。 第 一 种 方法 利用 跟 初 等 类 有 
关 的 凯 斯 勒 定理 。 

定理 18.6 ”一 个 二 阶 语句 p 是 在 S01 PH, MAN, o 和 me 二 者 都 对 超 
积 保 持 。 

第 二 种 方法 照抄 定理 17. 9 的 证 明 。 

定理 18.7 一 个 二 阶 语句 9 是 在 SO1 中 的 ， 当 且 仅 当 ，p 和 ?me 二 者 都 对 从 
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使 UV 在 其 中 成 立 的 一 般 模型 到 它 的 基础 标准 模型 的 过 渡 保 持 。 

第 三 种 方法 是 使 用 林 斯 特 龙 定理 依据 紧 致 性 和 骆 文 汉 姆 - 斯 科 伦 性 质 来 刻画 
一 阶 逻辑 。 令 L1(g) 是 这 样 的 一 阶 逻 辑 : 它 由 至 少 带 有 无 穷 多 个 二 元 谓词 常 项 的 
通常 的 一 阶 逻 辑 加 上 以 op 为 一 个 额外 的 命题 常 项 组 成 ， 对 布尔 算 子 封闭 ， 但 允许 
关于 一 元 谓词 的 相对 化 。 

我 们 必须 当心 一 点 : 只 对 Ly 附加 @ 不 起 作用 。 一 方面 ， 林 斯 特 龙 的 证 明 并 
不 适用 于 仅 有 有 穷 词 汇 的 一 阶 逻 辑 ; 另 一 方面 ， 林 斯 特 龙 定 理 在 这 种 情形 下 甚至 
都 不 成 立 (这 是 另 一 个 附加 进 原来 的 学 位 论文 所 中 的 论题 ) 。 例如 ， 令 op 定义 满 
FEV «x V yRxy 的 可 数 无 穷 框架 。g FEL, 中 不 是 可 和 定义 的 ， 即 由 五 通过 加 进 w 然 
后 对 布尔 算 子 封闭 而 得 到 的 语言 是 它 的 一 个 真 扩 充 。 可 是 它 既 满足 紧 致 性 又 满足 
骆 文 汉 姆 -斯 科 伦 性 质 : 正如 容易 验证 的 那样 【有关 这 个 问题 以 及 来 自 本 章 的 相 
关 论 题 的 更 多 信息 都 可 在 由 杜 芯 与 本 作者 合 写 的 《哲学 逻辑 手册 》 (第 一 卷 ) 
“高 阶 逻辑 ”一 章 中 找到 ] 。 

尽管 如 此 ， 还 是 可 以 阐述 下 述 结果 。 

定理 18.8 一 个 二 阶 语句 wp 在 S01 F, MHR, Lle) (在 p 的 正规 语 
义 解释 下 ) 满足 紧 致 性 和 骆 文 汉 姆 -斯 科 伦 性 质 。 

还 有 其 他 方法 可 用 。 例 如 ， 可 以 利用 弗 雷 斯 定理 。 

GSO1 的 语义 刻画 可 以 由 定理 18.7 给 出 的 SO] 的 语义 刻画 推出 。 证 明 完 全 类 
同 于 定理 17. 14 的 证 明 。 

定理 18.9 ”一 个 二 阶 语句 在 6S01 中 ， 当 且 仅 当 ，p Moe 二 者 都 对 从 一 
般 模型 到 其 基础 标准 模型 的 过 滤 保 持 。 

这 个 定理 回答 了 奥 雷 (S. Orey) Æ [62] 中 提出 的 一 个 问题 。 

最 后 ， 可 定义 性 问题 将 得 到 处 理 ， 像 第 16 章 的 那些 问题 一 样 。 主 要 问题 是 ， 
一 个 标准 模型 类 什么 时 候 是 用 一 个 二 阶 语句 集 可 定义 的 。 将 通过 应 用 初等 链 的 凯 
斯 勒 刻画 来 得 到 某 种 答案 。 

首先 ， 考 虑 通常 一 阶 逻 辑 的 情形 。 令 K 是 任意 一 个 结构 类 ， 定义 TACK) 为 
lol op 是 一 个 在 K 所 有 的 结构 中 都 为 真 的 一 阶 语句 } 。 容 易 看 出 ,包含 K 的 最 小 
的 A- 初等 类 是 MOD(Th (K)), 这 里 MOD(S) =w 由 所 有 使 并 在 其 中 成 立 的 结构 
所 组 成 的 类 。 于 是 ， 一 个 熟知 的 模型 论 论证 就 将 这 个 类 语义 地 刻画 成 JE,U(K)。 这 
里 ， 对 任意 一 个 结构 类 K: 

KK) 是 由 K 中 所 有 结构 的 同 构象 所 组 成 的 类 ; 

E.(K) 是 由 K 中 所 有 结构 的 初等 子 结构 所 组 成 的 类 ; 

U(K) 是 由 K 所 有 子 集 的 超 积 所 组 成 的 类 。 

[要 点 就 在 于 ， 任意 一 个 使 Th(K) 在 其 中 成 立 的 结构 同 构 于 K 中 结构 的 某 个 超 
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积 的 一 个 初等 子 结构 ]。 这 一 结果 对 任意 一 个 多 种 类 语言 都 成 立 ' ”| ; 其 中 这 样 的 
语言 具有 不 同 种 类 的 个 体 变 项 ， 这 些 变 项 的 值 域 是 结构 中 不 同 种 类 的 论 域 。 

现在 ， 可 以 以 一 种 明显 的 方式 把 我 们 的 二 阶 语言 看 成 是 一 个 多 种 类 语言 (2 
看 [20] 或 D. Monk, Mathematical Logic, Springer, Berlin, 1975), A FPA 
So (用 于 个 体 ) S 〈 用 于 一 元 谓词 ) S$ MATAARA), o. FEATS CF, 
w) +H, S48 W, S 指 W 中 一 元 谓词 ，…… 等 等 。 但 是 ， 这 个 多 种 类 语言 还 有 
许多 其 他 结构 拥有 任意 的 不 同 种 类 论 域 。“ 正 规 化 ”这 样 的 结构 有 多 种 办 法 ， 通 
过 要 求 某 些 外 延性 原理 成 立 而 得 。 例 如 ， 令 五 是 56 的 对 象 和 S 的 对 象 之 间 的 一 
个 二 元 谓词 。 在 使 Vx Va’ ( Vax (Exx Exa) x, = x’) 成 立 的 结构 中 ， 
Si 中 的 对 象 ， 可 被 视 同 于 lw eS l E (w, s)}o Wea, 我们 还 可 要 求 内 涵 原 则 
的 一 个 多 种 类 说 法 成 立 ， 以 便 保证 跟 一 般 模 型 有 一 个 如 定义 18. 1 中 那样 定义 的 
较 好 的 对 应 。 

多 种 类 超 积 可 以 按 一 种 直截了当 的 方式 定义 出 来 。 当 以 上 述 方式 将 一 般 模型 
看 做 多 种 类 结构 时 ， 定 理 17.9 证 明 中 定义 的 超 积 就 成 为 这 种 多 种 类 超 积 。 它 已 
经 被 “正规 化 ”而 回 到 一 般 模型 。 

对 一 个 多 种 类 结构 类 KK, 4 U,(K) 是 由 K 中 所 有 结构 的 多 种 类 超 积 所 组 成 
的 类 。 要 得 到 下 面 的 主要 结果 ， 只 需 考 虚 这 个 概念 以 及 E(K) 这 一 概念 ， 定 义 为 
由 所 有 能 (在 多 种 类 意义 下 ) 初等 等 价 于 K 中 某 个 结构 的 结构 所 组 成 的 类 。 代 
替 上 述 等 式 的 ， 必 定 是 下 述 这 个 较 简 单 的 陈述 : 

包含 所 给 多 种 类 结构 类 K 的 最 小 A- 初 等 类 是 EU (K). 
这 一 陈述 的 证 明 用 到 这 样 的 事实 : 任意 一 个 使 K 的 多 种 类 理论 在 其 中 成 立 的 结 
构 初 等 等 价 于 K 中 成 员 的 某 个 (多 种 类 ) 超 积 。 

那么 ， 我 们 寻求 的 结果 具有 这 样 的 形式 : “一 个 框架 类 是 由 一 个 二 阶 语句 集 
定义 的 ， 当 且 仅 当 ， 它 对 …… (适当 的 语义 运算 ) 封闭 。” 这些 运算 可 以 用 框架 
表达 出 来 ， 不 过 我 们 允许 自己 对 辅助 结构 的 论 域 说 些 题 外 话 : 就 像 我 们 定理 16.4 
的 证 明 中 所 做 的 那样 。 

”” 如果 类 K 完全 由 任意 一 个 二 阶 语句 集 定义 ， 那么 它 也 由 它 自 己 的 多 种 类 理 
论 Th,(K) 定义 。 显 然 KCFR(CTh,(K) )， 所 以 主要 问题 是 要 保证 FR( 7h, (K) ) 
CK, 

ME, SF FE 7h,(K)。 要 找 的 是 F 和 K 中 结构 之 间 的 一 个 联系 ， 这 个 联 
系 要 能 被 翻译 成 一 个 如 上 所 要 求 的 闭 包 条 件 。 为 了 找 出 一 个 联系 ， 这 些 结构 将 被 
看 做 是 多 种 类 结构 ， 并 且 Th, (KREME K 的 多 种 类 理论 。 那 么 上 述 等 式 变 成 
适用 的 : Fe EU,(K) (我 们 不 提供 新 记号 来 强调 观点 上 的 改变 ， 以 免 解说 过 
K)o 
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概念 5 是 相当 不 自然 的 ， 它 极其 依赖 于 所 用 的 语言 。 幸 好 ， 有 一 种 方法 摆脱 
这 种 依赖 ， 通 过 使 用 熟知 的 、 断 定 任 两 个 初等 等 价 的 结构 有 同 构 的 超 寡 的 凯 斯 勒 
定理 而 得 。 当 然 ， 必 须 验 证 这 个 定理 是 否 也 适用 于 多 种 类 逻辑 。 

引 理 18. 10 ”如 果 两 个 多 种 类 结构 有 相同 的 多 种 类 理论 ， 那 么 它们 有 同 构 的 
BPA 

证 明 : FRR RE RE STEN, ARED BW 
方法 是 找 出 一 种 办 法 直接 应 用 原来 单 种 类 的 结果 。 于 是 ， 如 果 该 语言 只 有 有 穷 多 
个 种 类 S, ，…，S;， 那 么 容易 办 到 。 令 M, M, 是 任意 两 个 初等 等 价 的 多 种 类 结 
构 。 通 过 附加 一 元 谓词 常 项 S,，…，5, 将 这 个 语言 转换 成 一 个 单 种 类 语言 。 然 
后 就 可 以 将 多 种 类 公式 转 写成 新 语言 中 的 公式 ; 实质 上 就 是 将 取 值 于 第 i 个 种 类 
上 的 量词 Vx; 换 成 Vx( Sx 一 《1 <i<k)。 精 确 的 过 程 在 普通 教科 书 中 都 有 。 类 
似 地 ， 可 以 将 M, M, 膨胀 为 这 个 新 的 多 种 类 语言 的 结构 M1，M;。 如 果 Mi 和 
M, 能 被 证 明 为 是 在 通常 意义 下 初等 等 价 的 ， 那么 凯 斯 勒 原来 的 定理 就 可 适用 ， 
因而 Mi A M, 有 同 构 的 超 寡 ， 由 此 可 以 容易 地 提取 M, MM, 的 同 构 的 多 种 类 超 
FF o 

HTW Mi A M, 是 初等 等 价 的 ， 考 虑 这 样 的 理论 T: EAM, (M M,) 
的 多 种 类 理论 的 单 种 类 转 写 和 下 述 三 个 原则 组 成 : 

(i) Vx(S,x Vee V Sx) 

(ii) Vx(Sa7S2), (lsiAj<k) 

G) Yare Wag (Pays g San No AS); 对 于 其 “种 类 ”为 (mm ，…， 
nn》 的 谓词 已 而 言 。 

对 于 任意 一 个 单 种 类 语句 gp， 存在 一 个 单 种 类 语句 pg" ， 它 是 一 个 多 种 类 语 
句 的 转 写 ， 使 得 T H pepo hik, ET LIA ERRA, 利用 Mi A M, 
是 在 多 种 类 意义 下 初等 等 价 的 事实 而 得 。 

o FEM gp 通过 简单 地 使 量词 相对 化 而 得 到 的 。 例 如 ，V xy(x) 相对 化 为 Vx 
(Six—>p) Av A ValS, xy) 。 

如 果 该 语言 有 无 穷 多 个 种 类 9, ，$ ，…， 那 么 w 的 构造 就 变 得 较为 复杂 。 
下 面 就 是 原理 。 

Gi) 将 wo 改 写成 一 个 仅 涉及 初始 逻辑 符号 = 、 一 、 一 和 VY 的 等 值 语 句 。 约 东 
变 项 改名 以 便 保证 任意 两 个 量词 都 没有 相同 的 约束 变 项 。 令 5,，…，5; 为 全 部 
这 样 的 种 类 常 项 : 或 是 出 现在 g 中 ， 或 是 对 应 于 一 个 在 p 中 出 现 的 谓词 常 项 的 种 
类 类 型 的 种 类 。 

(ii) 从 外 部 开始 ， 形 如 Vxa 的 子 公式 换 成 
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k k 
I] Vx(Six—a) A Val [|- Sx a) 
i=l i=l 


“ [Do Six” 缩写 成 “5.x”。 男 外 ， 所 有 约束 变 项 都 必须 是 不 相同 的 ， 使 得 有 可 


能 依据 其 量词 的 种 类 相对 化 来 定义 一 个 约束 变 项 的 种 类 。 

(iii) 逐个 考虑 所 有 原子 子 公式 。 若 a = Sa Ha 的 种 类 不 同 于 S, M a 换 成 
恒 假 1。 若 a= Px1…x。， 并 且 任 意 一 个 x (1< ism) 有 一 个 不 同 于 它 依据 P 
的 种 类 类 型 《mw ,…, n,,〉 而 应 当 有 的 种 类 的 种 类 ， 则 a 还 是 换 成 1 。 最 后 ， 若 
a 是 x, =n, HE x, n 有 不 相同 的 种 类 ， 则 a 换 成 上 。 这 些 替 换 产 生 一 个 (在 
T) 中 等 值 于 原来 那个 公式 的 公式 ; 在 此 公式 中 形 如 Vx (5,.x 一 的 量词 只 约束 出 
现在 形 如 x=y 或 y=% 的 原子 子 公式 中 的 变 项 ; 这 里 x My 二 者 有 同样 的 种 类 5,。 

Civ) 公式 归纳 表明 ， 任 意 一 个 步骤 (Cii) 中 所 得 到 的 那 种 公式 都 等 值 于 由 
这 样 的 公式 组 成 的 一 个 布尔 组 合 : 没有 5, 出 现 的 公式 和 只 含 形 如 Vx (5.x 一 的 量 
词 及 形 如 x=y 或 上 的 原子 子 公式 的 公式 。 由 此 可 知 ， 原 来 的 公式 ETH) 等 
值 于 那些 跟 $. 有 关 的 多 种 类 语句 及 等 词语 句 转 写 而 成 的 语句 形成 的 一 个 布尔 组 
Ao MEREGA T 的 基础 上 有 确定 的 真 值 ， 因 此 可 以 按 明显 的 方式 予以 删除 。 
这 样 就 产生 所 要 求 的 语句 gp”。 a 

回想 一 下 , F 是 在 EU,(K) 中 的 。 比 如 说 ， 它 初等 等 价 于 K PRR F, Ge 
D 的 一 个 多 种 类 超 积 IF,。 据 引 理 18. 10 可 知 ， 存 在 一 个 集 和 J 上 的 一 个 超 
滤 了 使 得 IE 同 构 于 工 ,IvyF;。 于 是 对 后 一 结构 还 可 以 稍微 简化 。 

引 理 18. 11 对 任意 一 个 多 种 类 结构 类 K, U,U,(K) GIU (K). 

证 明 : & F,=11,F, (Gel; jeJ) MEK 中 结构 形成 的 多 种 类 超 积 。 令 V 
是 J 上 的 超 滤 。 以 某 种 方式 使 集 1 互 不 相交 ， 得 到 同 构 于 原来 超 积 F ER,’ 
接着 ， 通 过 规定 Xe V" ， 当 且 仅 当 ，1jeJ1 XNJe Ul eV 而 在 U1 上 定义 一 个 
新 超 滤 / 。 超 积 荆 yF'; 经 过 那个 明显 的 映射 而 同 构 于 ITyIlwF;。 a 

实际 上 ， 这 个 结果 也 对 普通 的 超 积 成 立 一 一 利用 同样 的 论证 而 得 。 

由 引 理 18. 11 可 以 知道 ， 上 述 超 积 工 VF 同 构 于 K 中 结构 F 形成 的 某 个 多 种 
类 超 积 工 ,F;。 余 下 要 做 的 就 是 使 这 个 结果 表述 得 更 为 简明 一 点 。 

定义 18. 12 一 个 多 种 类 结构 M 为 结构 M, 的 超 根 ， 是 指 M, AAF M, 的 
一 个 多 种 类 超 寡 。 一 个 多 种 类 结构 M, 为 由 这 种 结构 所 组 成 的 集 (M| iel 的 
一 个 超 平均 ， 是 指 它 为 该 集 的 某 个 多 种 类 超 积 的 一 个 超 根 。 

算术 上 的 相似 性 将 是 清楚 的 。 上 述 一 连 串 的 推理 现在 统一 概括 为 : 

定理 18. 13 ”一 个 标准 模型 类 是 由 一 个 二 阶 语句 集 定义 的 ， 当 且 仅 当 ， 它 对 
下 述 框架 封闭 : 这 些 框架 都 是 这 个 标准 模型 类 的 成 员 组 成 的 集 的 超 平 均 。 
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也 许 有 可 能 通过 代数 方法 利用 塔 尔 斯 基 学 派 的 柱 代 数 (和 某 个 适当 的 柏 克 霍 
夫 型 结果 ) 来 得 到 类 似 于 定理 18. 13 的 结果 。 但 是 一 一 由 于 所 涉及 的 技术 
难 一 一 这 个 问题 在 这 里 并 没有 得 到 探索 。 
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这 一 章 可 以 看 成 是 对 第 17 章 中 就 开始 了 的 一 系列 推广 的 一 种 逻辑 结论 。 它 
仅仅 是 一 个 附录 ， 最 低 限 度 地 概述 了 罗素 对 二 阶 逻 辑 (或 者 实际 上 就 是 高 阶 逻 
辑 ) 所 做 的 精致 的 推广 。 从 多 种 观点 来 看 ， 有 穷 类 型 论 L 是 一 个 很 自然 的 逻辑 
系统 。 不 过 ， 它 提出 的 技术 困难 是 相当 难 对 付 的 。 

定义 19.1 全 部 类 型 所 组 成 的 集 就 是 包含 基本 类 型 e。( 指 “实体 ”) Mt 
( 指 “ 真 值 ") 并 对 序 组 构造 封闭 的 最 小 集 。 

语言 上 有 无 穷 多 个 变 项 和 多 种 类 型 的 常 项 。 它 的 项 是 递归 定义 的 。 

定义 19.2 ”由 所 有 类 型 a 的 项 所 组 成 的 集 TERM, 是 依据 下 列 条 款 定 义 的 : 
对 于 所 有 的 类 型 Fb, 

(i) 类 型 a 的 变 项 和 常 项 都 属于 TERM, 

Gi) Fae TERM., 1) A Be TERM,, 则 a(B) e TERM, (AAA) 

(iii) # ae TERM, H x 是 一 个 类 型 a 的 变 项 ， 则 Ax ae TERM 5, (A- 抽 
象 ) 

(iv) #a, BeTERM,, Wl (a=B) e TERM,《( 恒 等 ) 

因此 ，L, 只 有 三 个 初始 逻辑 符 ， 它 们 的 意义 将 由 下 述 语义 确定 。 

定义 19.3 一 个 非 空 的 《个 体 ) SRD, 上 的 一 个 标准 模型 M 由 D, 和 一 个 
解释 1 组 成 ,将 类 型 a 的 常 项 解释 成 D。 中 的 元 素 ; 这 里 D, 的 递归 定义 如 下 : 

(i) D, 是 给 定 的 

(ii) D, 是 真 值 集 10, 1} 

Gii) D ,是 D2 ， 即 由 所 有 以 D, 为 定义 域 、 取 值 于 D, 中 的 函 项 所 组 成 
的 集 。 
注意 ，D, 和 了 完全 决定 标准 模型 。 真 值 ( 更 精确 地 说 指称 ) 的 标准 定义 如 下 。 

定义 19.4 令 f 是 一 个 函 项 ， 它 (至 少 ) 为 每 一 个 在 项 a 中 自由 出 现 的 变 项 
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指定 一 个 值 ， 使 得 对 于 类 型 a 的 变 项 x 而 言 所 指定 的 值 作 x) BED, PH. AS 
下 a 在 M 中 的 值 一 一 记 为 Vw(a, 用 一 一 的 递归 定义 如 下 : 

(i) 对 变 项 a 来 说 , Vala, P = fla) 

Ci) XPT a Hb, Vula, f) = Ka) 

(iii) Vu la(B), P) = Vula, F) (VulB, D) 

(iv) 对 于 类 型 a 的 变 项 和 类 型 HH a, Vur a, 有 ) 是 这 样 一 个 D, BI D, 
HAR eR: 它 为 各 个 we D, HEH Vula, A); HA 是 除了 为 x 指定 w 
外 其 余 都 跟 , 一 样 的 函 项 ; 

(v) 当 Vu Ca, f) = Vu (B, 有 时， Vu (a =B, Sf) =i; 否则 ,为 0。 

享 金 做 出 的 一 系列 巧妙 的 定义 表明 ， 其 他 常用 的 逻辑 常 项 都 可 用 上 述 三 个 收 
辑 常 项 定义 出 来 。 

同样 ， 还 有 一 般 模 型 。 

定义 19.5 一 个 一 般 模型 M 由 一 族 非 空 集 D。( 对 各 个 类 型 a 各 有 一 个 ) 组 
成 ; RE D, AD, 是 上 面 给 定 的 并 且 Do CD 同时 有 一 个 如 前 的 解释 1。 此 
外 ， 下 述 条 件 成 立 。 对 类 型 a 的 各 个 项 a ( 当 对 一 个 合适 的 函 项 f 像 在 定义 
19. 14 中 那样 计算 时 )，Vw(a, D ATF Dao 

注意 ， 定 义 19. 5 是 高 度 地 非 直 谓 的 。 也 可 参看 定义 18. 1。 

看 待 标 准 模 型 的 超 积 的 方式 有 两 种 。 一 种 方式 在 于 考虑 论 域 D.， 取 常用 的 
一 阶 超 积 ， 然 后 察看 相应 的 标准 模型 。 另 一 种 方式 是 按 下 述 方式 推广 前 几 章 中 的 
多 种 类 超 积 构造 。 

令 对 各 个 ;ie7 而 言 给 定 了 一 般 模 型 M ; 也 给 定 了 上 的 某 个 超 滤 U。 一 般 超 
M = ILM’ 的 定义 如 下 。 

所 有 的 集 D, 都 将 是 形 如 {1f1f 是 以 7 为 定义 域 而 在 i 处 的 值 属于 D。( iel) 
的 函 项 | 。 马 上 要 定义 的 映射 -满足 下 述 断 言 : 

“对 于 所 有 的 类 型 a, 车 /和 g 是 从 1 到 UD; 中 的 函 项 ， 在 i 处 的 值 属于 D; 
(ie7)， 则 了 =g， 当 且 仅 当 , lie TI fli) =g(i)} eU.” 

(i) D,: f= jel 8g 是 以 1 为 定义 域 、i 处 的 值 属于 D., WAN, FFE fiel 
fli) = g(i)} eU} 

这 是 常用 的 超 积 构造 ， 那 个 断言 显然 得 到 满足 。 

(ii) D,: 

-_ fl, 当 {iell f(i)=1} eU 时 ; 

F={o) 否则 
容易 看 出 ， 那 个 断言 此 时 也 成 立 。 
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Gii) Da,» :假定 D, M D, 已 经 定义 并 满足 那个 断言 。 令 /是 任意 一 个 以 了 为 
定义 域 i 处 的 值 属于 Di, 的 函 项 。 从 D, BD, 中 的 函 项 了 定义 为 :对 BeD,, 设 
FE) =A fG) Ce) ) GX FG) (g(i)) eD,)。 

-是 良 定义 的 。 因 为 ， 假 定 8 =e. WEEE D, 的 归纳 假设 可 知 , fil 
gG) =g(i)| e U; 因而 据 关 于 D, 的 归纳 假设 可 知 , aL) eCG) = 
Ai. fi) (e, (i) ) BN FCB) = FE) 

现在 就 这 一 新 情形 考虑 那个 断言 。 要 证 明 的 是 =, 当 且 仅 当 , {iell f) 
=f (i) e U6。 首先 ,假定 j= f。 这 意味 着 ,对 于 所 有 的 ge D, f(z) = 六 (8B) ,或 者 
Ai. fi) (gi (4) ) = AL, G) (gi(i)), 即 据 关于 D, 的 归纳 假设 , [ie TI f(i)(g(i)) 
=f,(i)(g(i)) | eU FÆ, Eliel fG) = f,(i)} UWA tiell f) + 
(让 | eU 且 (每 当 可 能 时 ) 可 以 在 D 中 选取 x 使 得 f(i) (x,) Af C) C) ,而 在 所 
有 其 他 索引 (indices) 中 x USER. HT BEA fF =f, RM FCA») = 
广 ( 和 si) 一 定 成 立 ,并 且 由 上 面 的 结论 可 知 |ierl fi) (x) =f, (i) (x,) ED 这 
跟 《* ,的 定义 矛盾 。 余 下 要 证 的 是 相反 方向 的 结论 。 

Elier fli) =f,G)} e USA, SHERWY z eD, f(g) =AL fC) (e@) 
=i. fi) (e(@)) CERF D, 的 归纳 假设 ) =F, (2) 。 

最 后 ， 对 常 项 c 设 ICc) = Ai. F(c) 。 这 就 完成 了 M 的 构造 。 

沃 斯 定理 现在 可 以 按 如 下 方式 来 证 明 。 

定理 19.6 ”对 于 上 述 描述 的 集 {Mi lies} 的 任意 一 个 一 阶 超 积 M， 任 意 
一 个 项 a 以 及 任意 一 个 (至 少 对 a 中 自由 变 项 有 定义 的 ) 指派 4， 

Vula, f) = Ai Vyla, fi) 
XE, ASH «BE oA No RE c(i). 

应 用 a 结构 上 的 标准 归纳 法 证 明定 理 19.6， 通 过 使 用 关于 变 项 的 可 代入 性 
采取 几 个 预防 措施 。 一 个 重要 的 结论 是 紧 致 性 定理 。 

定理 19.7 对 于 任意 一 个 由 类 型 a 的 项 所 组 成 的 集 7， 如 果 它 满足 对 于 所 有 
的 有 穷 的 7T, CT， 存 在 M 与 /使 得 对 于 所 有 的 a, @' eT), Vula, f) = Vula, 
A, WA, CFEM 与 /使 得 对 于 所 有 的 a, a eT, Vula, f) = Vula, Po 

证 明 : 为 每 一 个 有 穷 的 7,S7 选 定 如 所 描述 的 M 与 fs 比方 说 为 Mp fno 
任 取 由 了 所 有 有 穷 子 集 所 组 成 的 集 上 的 一 个 超 滤 U， 使 之 包含 所 有 形 如 {XC 
TI XX 有 穷 且 X27,}， 并 考虑 MM = IMr 以 及 那个 明显 的 f。 Fa, a ecT, W 
Valas f) =ATo. Vig, (Oly fo) ( 据 定理 19.6) =ATo. Vu CO", fry) ( 据 忌 的 选取 
和 上 面 构造 M 时 所 做 的 那个 断言 ) = Vula’, f). W 
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关于 先前 的 对 应 及 可 定义 性 论述 如 何 推 广 到 这 一 背景 的 具体 方式 ， 这 里 不 作 
更 确切 的 定义 ， 仅 以 一 个 简短 的 叙述 结束 本 章 。 

对 任意 一 个 类 型 a = (b,c), 定义 a 的 子 类 型 为 9 和 c， 以 及 b 和 c 的 子 类 
型 。 现 在 假定 相对 于 类 型 a 的 一 个 变 项 的 和 -抽象 出 现在 一 个 项 a 中 ， 但 这 个 A- 抽 
象 不 是 相对 于 有 a 为 子 类 型 的 类 型 的 变 项 (a 是 “相对 于 a 中 的 A- 抽象 极 大 
的 ”) 。 前 几 章 中 的 可 定义 性 问题 这 里 可 以 按 下 述 形式 提出 :“ 什 么 时 候 a 等 值 于 
同样 类 型 的 一 个 项 a' 使 得 出 现在 其 中 的 和 A- 抽象 仅 相 对 于 也 在 a 中 出 现 的 类 型 (a 
本 身 除 外 ) 的 变 项 ?” [ 所谓“ 等 值 ” 是 指 ， 对 任意 M 和 f, Vula, f) = Vu 
Ca’, f)] HR, 要 决定 “M” 是 到 遍 所 有 一 般 模 型 还 是 只 取 遍 所 有 的 标准 模型 。 
在 第 一 种 意义 下 ， 等 值 关系 是 递归 可 枚 举 的 ， 并 且 可 以 期 望 有 像 下 面 那 样 〈 跟 定 
理 18.9 有 关 ) 的 结果 : 

“a 能 归 约 为 如 所 描述 的 a ， 当 且 仅 当 ， 对 于 所 有 的 一 般 模型 M，M' ， 若 它 
们 仅 在 D, 处 不 同 〈 这 里 “是 w 和 "的 共同 类 型 ) ， 并 且 诸 集 D, AD, 上 的 差别 
而 受 影响 ， 则 对 各 个 合适 的 /有 Vula, A) = Vw la, f) 0” 

在 第 二 种 意义 下 ， 归 约 将 变 得 更 加 复杂 ， 如 前 一 样 。 虽 然 L, 不 是 一 个 分 枝 
类 型 论 ， 但 似乎 仍然 是 跟 罗 素 的 “可 归 约 公理 ”有 有关。 因为， 上 述 问 题 也 可 解 
释 成 为 给 定 的 〈( 某 种 类 型 的 ) 对 象 类 寻求 一 个 句法 上 最 简 的 定义 的 问题 。 我 们 
不 会 像 罗素 那样 仅仅 假定 这 些 定义 的 存在 ， 而 是 要 研究 当 这 些 定义 存在 时 这 个 问 
题 的 情形 。 
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本 书 的 第 二 部 分 搜集 了 关于 对 应 理论 最 近 发 展 的 几 篇 论文 。 从 20 世纪 80 年 
代 以 来 ， 特 别 是 在 计算 机 科学 的 影响 下 ， 模 态 逻 辑 的 一 个 重要 发 展 是 带 不 动 点 算 
子 的 新 模 态 语言 的 出 现 ， 辟 如 命题 动态 逻辑 和 mu- 演算， 这 样 的 语言 用 来 递归 定 
义 程序 、 进 程 和 博弈 。 学 者 们 吃惊 地 发 现 ， 这 开启 了 关于 模 态 对 应 的 一 个 新 的 微 
细 结 构 的 研究 ， 使 得 本 书 的 方法 可 以 在 一 个 更 大 的 范围 内 得 到 应 用 。 例 如 ， 洛 伯 
公理 ， 尽 管 不 是 一 阶 的 ， 但 可 以 证 明 它 能 被 一 阶 逻辑 的 不 动 点 扩展 语言 所 定义 ， 
这 就 形成 了 关于 模 态 可 定义 的 经 典 性 质 的 一 个 始 料 未 及 的 新 观点 。 

第 一 篇 论文 研究 哪 种 语法 形式 可 以 解释 这 个 现象 ,论文 证 明 一 阶 敢 辑 的 一 个 
新 保持 定理 对 此 负责 。 论 文 也 表明 麦 肯 西 定理 比 洛 伯 公 理 更 复杂 ， 从 而 在 模 态 公 
理 中 建立 了 一 个 新 的 谱系 。 第 二 篇 论文 是 为 我 的 朋友 和 同事 布 洛克 所 做 ， 发 表 在 
一 个 杂志 上 。 布 洛克 去 世 得 太 早 ， 我 把 这 个 问题 进一步 拓展 ， 对 带 不 动 点 算 子 的 
模 态 语言 和 带 不 动 点 算 子 的 经 典 语言 进行 了 比较 。 这 篇 论文 表明 可 以 进行 递归 定 
义 的 两 个 模 态 j- 演 算 和 可 证 性 收 辑 在 本 质 上 是 相同 的 ， 至 少 它 们 是 密切 相关 的 。 
这 个 问题 后 来 由 维 施 尔 CA. Visser) 和 法 基尼 (G. Facchini) 研究 完成 。 当 然 ， 
关于 之 前 还 相互 分 离 的 这 两 个 领域 的 联系 在 数学 上 和 观念 上 的 重要 性 仍然 需要 充 
分 地 掌握 。 

最 后 一 篇 论文 阐明 ， 即 使 是 对 于 最 新 的 逻辑 ， 璧 如 目前 仍 在 发 展 的 关于 信息 
流 和 博弈 分 析 的 逻辑 ， 也 可 以 利用 对 应 理论 的 一 些 技术 进行 研究 。 事 实 上 ， 对 应 
分 析 解 释 了 关于 知识 更 新 和 信念 修正 “公设 ”的 真正 本 质 ， 把 它 与 所 谓 的 “ 构 
造 ”的 更 新 机 制 联系 了 起 来 。 这 篇 论文 还 表明 如 何 拓展 这 一 研究 : 对 应 理论 的 技 
巧 也 适用 于 时 态 逻 辑 、 直 觉 主义 逻辑 (参见 早期 的 例子 ， 博 士 论文 Intuitionistic 
Correspondence Theory, Piet Rodenburg, Mathematical Institute, University of Amste- 
dam, 1986) 或 空间 结构 的 最 新 逻辑 。 事 实 上 ,题目 “Man Muss Immer Umke- 
hren” 可 以 追溯 到 19 世纪 德国 的 几何 学 家 雅 可 比 (Jacobi) ， 他 说 一 个 人 应 当 总 
是 试 着 把 一 个 数学 定理 颠倒 过 来 看 ， 看 看 一 个 蕴涵 式 背 后 可 能 的 等 值 式 。 对 应 理 
论 的 想法 就 是 具有 这 样 一 种 精神 的 探索 ， 我 希望 读者 能 够 体会 到 这 一 点 。 
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1.1 人 带 谓 词 极 小 化 的 一 阶 逻 辑 


在 一 个 模型 M 中 我 们 常常 唯一 地 定义 一 个 谓词 为 满足 某 个 一 阶 描述 
gp(P, 0) 的 最 小 的 P， 这 里 & 是 某 个 给 定 的 谓词 词组 。 本 文 的 目的 是 定义 一 种 系 
统 的 表述 ， 使 得 我 们 能 够 以 一 种 自然 而 有 用 的 方式 实现 这 一 做 法 。 

在 我 们 得 到 一 般 定 义 以 前 ， 让 我 们 先 考 虑 某 些 给 人 以 启发 的 例子 。 

例 1 极 小 化 的 一 个 简单 情形 

满足 一 阶 公式 

p(P, Q) = Vx(Qx—Px) 
的 极 小 谓词 PP 在 任意 一 个 模型 M 中 都 存在 ， 而 且 ， 它 显然 就 是 谓词 0 本 身 。 m 

在 这 一 情形 下 ， 极 小 谓词 P 明显 的 是 用 给 定 的 谓词 O 而 一 阶 可 定义 的 。 这 
样 的 事实 广泛 地 用 于 (例如 ) 模 态 框架 对 应 理论 中 (van Benthem , 1983 ; Blackburn ,et 
al. ，2001) ， 它 的 最 重要 的 部 分 包含 在 二 元 序 上 适当 的 一 元 二 阶 语句 的 一 阶 可 定 
义 性 。 

例 2 计算 一 个 一 阶 的 模 态 框架 对 应 

一 个 基本 的 对 应 使 模 态 K4- 公理 口 p 一 口 Dp 跟 可 及 关系 的 传递 性 Vx Vy 
(Rey Vz (Ryz 一 Rxz)) 联系 起 来 。 这 里 的 标准 是 取 在 任 一 给 定点 x 处 满足 前 件 
Cp [ 即 一 阶 公式 Yy (ReyPy)] 的 极 小 谓词 P。 满 足下 面 公式 

e(P,Q) = Vu( Rxu—Pu) 
的 极 小 谓词 已 就 是 一 阶 谓词 Po: = Rxv。 在 那个 对 应 证 明 中 ， 后 一 谓词 则 被 用 来 
RA PASEO Op 中 的 所 有 出 现 [ 即 VYy(Rxy 一 Vz(Ryz 一 Pz)], 得 到 处 的 传 





@ Minimal Predicates, Fixed-Points, and Definibility. Journal of Symbolic Logic, 2005, 70 (3): 696 ~ 
712. 
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递 性 :V7y(Rxy 一 Vz(Ryz 一 Rxz) ) 。 | 

不 要 把 例 2 RRS jy- 演算 中 的 不 动 点 公式 yp. Op 相 混 (Stirling, 1999), © 
的 意义 更 加 复杂 ， 以 下 面 的 1.3 节 为 证 。 我 们 将 要 在 1.4 节 中 更 详细 地 分 析 模 态 
框架 对 应 过 程 。 但 并 非 所 有 自然 的 谓词 极 小 化 结果 都 是 一 阶 的 。 较 一 般 的 应 用 可 
以 在 逻辑 程序 中 找到 ， 新 谓词 在 那里 是 通过 适用 于 “ 极 小 艾 尔 伯 朗 模型 ”的 递 
归 规 则 而 引入 的 (Doets, 1994), 

例 3 计算 递归 霍 恩 子 句 定义 

考虑 下 面 的 一 个 递归 描述 : 

opD(P,O) =Ps A VxVy((PxA Rxry)—Py) 
这 里 的 极 小 谓词 是 一 个 传递 闭 包 ， 它 描述 所 有 从 出 发 在 有 穷 (0 或 多 ) 多 个 
R- 步 内 能 达到 的 点 。 这 性 质 不 是 一 阶 的 ,但 它 可 以 再 由 不 动 点 算 子 扩充 后 的 一 阶 
逻辑 的 、 熟 知 的 系统 表述 LFP(FO) 中 得 到 定义 (Ebbinghaus & Flum, 1995), 
E 

一 个 逻辑 程序 的 极 小 艾 尔 伯 谣 模型 是 使 所 有 由 程序 子 句 定义 的 谓词 都 有 它们 
的 极 小 扩充 的 那个 语言 的 项 模型 。 真 正 的 全 称 霍 恩 子 句 句 法 保证 对 句子 集 存 在 有 
这 样 的 模型 一 一 但 是 这 对 于 极 小 谓词 的 存在 并 非 是 必要 的 。 更 一 般 的 极 小 谓词 在 
AI 中 作为 “谓词 限制 ”出 现 (McCarthy，1980)。 谓 词 限 制 后 承 不 同 于 标准 的 涵 
辑 后 承 ， 仅 要 求 结 论 在 前 提 的 所 有 谓词 极 小 模型 中 成 立 。 这 是 在 所 谓 的 “ 缺 省 推 
理 ” 中 得 到 广泛 使 用 的 一 种 系统 表述 。 

例 4 谓词 限制 

假定 a(R) 说 的 是 ，R 为 一 个 有 始点 而 没有 终点 及 极限 点 的 离散 线 序 。 考 虑 
一 个 新 谓词 P 的 下 述 描 述 ， 这 里 起 决定 作用 的 第 二 个 合 取 支 不 是 全 称 霍 恩 句 ， 因 
为 它 的 前 件 不 是 原子 公式 : 

o(P, R) =a(R) AVx(Vy(Ryx— Py) >Px))o 

在 任意 个 体 域 上 op \(P,，R) 都 有 P- 极 小 模型 ，P 的 所 指 于 此 是 由 全 体 标 准 自 然 
数组 成 的 R- 序 的 始 段 。 这 个 超越 一 阶 逻 辑 的 表达 能 力 说 明 谓词 限制 的 高 度 复杂 
性 ， 它 能 在 范畴 的 意义 上 定义 标准 模型 。 a 

这 个 例子 使 P 成 为 给 定 二 元 序 的 所 谓 的 “ 良 基部 分 ”， 它 也 是 由 一 个 标准 妇 
纳 定 义 可 计算 的 〈Aczel，1977) 。 我 们 在 下 面 的 1.3、1.4 节 中 还 要 讨论 这 一 具 
体 联系 。 

这 四 个 例子 给 出 了 新 谓词 的 一 个 一 般 语义 模式 : 

MIN P - po(P, Q) BNE P EI oP, ORZ, 这 里 e(P, Q) 

是 带 谓词 P、0 的 语言 中 的 一 个 一 阶 公式 。 
根据 谓词 限制 ， 我 们 可 以 更 精确 地 陈述 它 的 意义 。 在 下 述 二 阶 条 件 的 所 有 模型 
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中 ， 记 法 是 明确 定义 的 : 

AP + (pg(P,Q)AVP'((p(P',Q)— Vx(Px—P'x)) 
但 是 有 时 ， 诸 如 此 类 有 用 的 极 小 条 件 都 不 是 最 有 信息 的 概念 。 检 查 上 述 例子 可 
知 ， 我 们 实际 上 看 到 一 个 较 具 体 的 模型 论 准 则 ， 它 解释 了 极 小 谓词 的 唯一 存在 
性 。 这 个 准则 的 下 述 表 述 涉 及 某 些 记号 方面 无 害 的 混用 。 

定义 1 (相交 性 质 )” 称 一 个 一 阶 公 式 g(P, Q) 为 对 于 已 具有 相交 性 质 ， 简 
记 成 “IP”， 是 指 在 任意 一 个 模型 M 中 每 当 对 族 1P, 1 ieh 中 所 有 谓词 都 有 
M, P.S » (P, Q) We 对 它们 的 交 也 成 立 : MM, OP, pg(P，Q)。 应 用 
到 [P lel} 为 空 族 时 的 极端 情形 ， 这 说 的 就 是 pP, Q) 对 空 族 的 交 (该 模 
型 的 整个 个 体 域 ， 成 立 。 也 就 是 说 ，p(P，Q) 对 于 具有 P 的 公式 而 言 是 普遍 有 
效 的 。 

当 我 们 考虑 极端 情形 ， 即 族 | P; 1 i e 为 空 时 ， 上 面 的 性 质 说 的 是 ， 
p(P，Q) 对 于 空 集 的 交 ( 模 型 的 整个 域 ) 成 立 。 也 就 是 说 ，yp(T，Q) 对 具有 IP 
的 公式 是 普遍 有 效 的 。 

迄今 为 止 的 所 有 例子 都 有 满足 IP 的 定义 子 句 用 一 个 直接 的 集合 论 论证 
容易 验证 。 另 外 ， 它 们 预定 的 极 小 谓词 显然 就 是 在 所 给 模型 中 满足 mp(P，2@ ) 的 
所 有 谓词 的 交 。 因 此 ，IP 为 词组 “满足 给 定 描述 的 极 小 谓词 ”提供 了 依据 。 它 
甚至 还 更 强 一 点 ， 因 为 它 对 满足 o(P，Q) 的 谓词 的 较 小 的 族 进行 量化 。 为 技术 
上 方便 起 见 ， 我 们 今后 将 要 保留 这 一 稍微 不 必要 的 过 度 做 法 。 

但 是 ， 我 们 的 例子 也 揭示 了 这 一 做 法 背后 的 一 种 具体 的 句法 版 式 。 下 述 定 义 
引进 一 种 广义 霍 因子 名 ， 人 允许 在 “P- 正 前 件 蕴 涵 已 原子 ”版 式 中 出 现 非 原 子 前 
件 。 例 4 中 的 子 句 Vx (WV y(RyxPy) Px) 就 是 一 个 典型 的 例 解 : 

定义 2 称 带 等 词 的 一 个 一 阶 公式 为 一 个 PIA- 条件， 是 指 它 具 有 句法 形式 
Yx(w(P,Q, x) Px), XE P ERTFAR yO, Q, x) 中 只 有 正 出 现 。 同 
EE, O 是 由 基础 词汇 中 的 谓词 组 成 的 一 个 序 组 ， 而 x 则 是 由 个 体 变 项 组 成 的 一 个 
序 组 。 

PIA- 条 件 的 合 取 可 以 通过 前 件 析 取 改 写成 单独 一 个 条 件 。 下 面 是 这 些 特殊 公 
式 的 主要 语义 性 质 。 

命题 1 所 有 PIA- 条 件 p(P，Q) 都 具有 相交 性 质 。 

证 明 :〈( 作 某 些 无 害 的 、 记 号 方面 的 混用 ) 假定 对 一 切 ie1 而 言 p (Pi, Q) 
在 某 个 模型 中 成 立 。 再 假定 gC(P，Q) 的 前 件 水 (PP，Q, x) 对 某 个 由 对 象 组 成 的 
FRAN d 成立， 这 里 了 为 交 NMP,。 据 P 的 正 出 现 可 知 ， 前 件 w(P，Q, x) 则 也 对 各 
个 P, 自身 成 立 。 但 是 另 一 方面 Pid 因 gw- (P;，Q) 真 而 成 立 JAM OP, Xf d pK 
Wo E 
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由 此 可 知 ， 我 们 迄今 所 有 四 个 例子 的 单 步骤 版 式 MIN P+ g(P，R) [这 里 
2 《P，Q) 是 一 个 一 阶 PIA- 条 件 ] 定义 了 唯一 的 谓词 极 小 化 。MIN 有 一 个 明显 的 
XHA MAX， 用 于 表示 满足 给 定 一 阶 描述 的 极 大 谓词 ， 不 过 我 们 这 里 将 坚持 使 用 
极 小 化 。 在 1.3 FF, 我们 将 要 推广 这 个 极 小 化 版 式 到 一 阶 逻 辑 的 一 个 对 于 嵌 套 
应 用 谓词 极 小 化 封闭 的 扩充 MIN(FO) 上 。 但 是 目前 ， 我 们 仍 继续 对 一 阶 PIA- 条 
件 作 模型 论 分 析 。 


1.2 关于 相交 性 质 的 一 个 保持 定理 


本 文 的 主要 技术 性 结果 是 一 个 模型 论 保持 定理 ， 它 说 的 是 句法 的 PIA- 版 式 在 
多 大 程度 上 是 表达 完全 的 。 但 是 在 证 明 这 个 结果 之 前 ， 我 们 要 陈述 一 个 较 简 单 的 
命题 ， 它 的 证 明 是 后 面 的 较 复 杂 的 证 明 的 一 个 预 热 。 首 先 ， 我 们 限制 PIA- 版式。 

定义 3 一 个 相对 于 P 的 全 称 霍 思 公 式 是 指 形 如 Vx(y(P, Q, x) ->Px) 
的 一 个 一 阶 蕴涵 式 ， 其 前 件 是 从 任意 的 Q- 原 子 及 它们 的 否定 、 正 的 P- 原 子 仅 用 
合 取 和 析 取 构造 起 来 的 公式 。 

这 一 受 限 制 的 一 阶 版 式 对 于 许多 计算 目的 都 是 充分 的 ， 如 逻辑 程序 或 者 指定 
的 抽象 数据 类 型 。 下 述 保持 定理 及 其 证 明 都 取 自 (van Benthem，1985 ) 。 不 过 这 
个 结果 已 经 隐 含 于 (Chang & Keisler, 1973) 关于 缩 积 和 子 模型 所 作 的 讨论 中 ， 
这 个 讨论 又 参考 (Weinstein, 1965) 和 (Malcev, 1971) 所 做 的 一 般 结 果 。 而 
且 ,， 计 算 机 科学 中 采取 全 称 霍 因子 句 得 到 一 个 相关 语义 可 以 在 (Mahr & 
Makowsky 1983) 中 找到 。 为 方便 起 见 ， 我 们 在 随后 的 论证 中 只 考虑 一 元 谓词 P, 
仅仅 为 节约 序 组 记号 而 已 。 

定理 1 对 于 所 有 一 阶 公式 p(P;，Q) 而 言 下 述 两 条 件 是 等 价 的 : 

(1) ep(P，@) 可 用 一 个 相对 于 P 的 全 称誉 恩 公式 来 定义 ; 

(2) p(P，@) 相对 于 谓词 具有 相交 性 质 并 且 它 也 在 子 模型 构造 下 保持 。 

证 明 : 从 (1) 到 (2) 的 蕴涵 是 简单 的 。1P 由 wp(P，Q) 的 PIA 形式 得 
出 或 者 说 ， 这 性 质 可 以 容易 地 直接 获 证 。 而 且 在 子 模型 下 的 保持 也 可 由 9 的 
全 称 句 法 形式 得 出 。 

反之 ,假定 条 件 (2) 成 立 。 我 们 必须 为 gp(P，Q) 找 出 一 个 全 称 霍 恩 定义 。 
考虑 由 wp 的 所 有 全 称 堆 恩 后 承 所 组 成 的 集 : 

UH-Cons(g) = (WNF P HERRERAN Y! e E plo 

下 面 就 是 导出 上 述 条 件 (1) 所 需要 的 主要 观察 结果 : 

引 理工 后 承 引 理 ) UH-Cons(y) F P。 
一 旦 这 个 引 理 得 到 证 明 ， 则 据 紧 致 性 定理 可 知 ，g 将 为 它 自己 的 、 相 对 于 P 的 全 
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称 霍 恩 后 承 的 某 个 有 穷 合 取 所 蕴涵 ， 从 而 它 等 值 于 这 个 合 取 。 于 是 ， 因 为 任意 一 
个 这 样 的 合 取 都 等 值 于 一 个 单独 的 全 称 霍 恩 条 件 ， 定 理 中 的 子 句 〈1) 得 证 。 

后 承 引 理 的 证 明 : 我 们 需要 两 个 主要 步骤 :一 个 是 构造 模型 。 另 一 个 是 利用 
已 给 的 、9 的 保持 性 来 转移 真 值 。 开 始 ， 令 M 是 UH- Cons(g) 的 任意 一 个 模型 。 
首先 ， 我 们 处 理 一 个 特殊 情形 。 假 定 谓词 已 对 M 中 每 一 个 对 象 都 成 立 。 根 据 以 
前 提 到 的 当 w(P，@) AIP Kt el, 0) 普遍 有 效 这 一 事实 可 知 ，p EM 中 自 
动 成 立 。 其 次 ， 假 定 M 中 某 个 对 象 d 不 满足 P。 对 于 所 有 这 样 的 4， 我 们 设立 下 
RRR: 

引 理 2 (构造 引 理 ) FE p 的 一 个 模型 N, 和 一 个 从 M 到 NN, 的 映射 户 ， 此 
映射 是 一 个 Q- TARA, FEE P- 同 态 。 

证 明 : 首先 为 各 个 对 象 es M 配 上 一 个 新 常 项 名 称 e， 以 此 扩充 所 给 的 一 阶 
语言 LLP，Q)。 那 么 对 各 个 不 满足 性 质 P 的 对 象 4eM 有: 

(#) 下 述 公式 集 工 是 有 穷 可 满足 的 : 

X= lg} U [Pd] U (M, M) 的 P+、Q- 原 子 图 像 ， 

这 里 后 一 集合 是 由 在 M 中 成 立 的 所 有 Q- 原 子 或 Q- 原 子 的 否定 加 上 在 M 中 
成 立 的 所 有 正 P- 原 子 所 组 成 的 。 

(#) 的 证 明 : 设 若 不 然 。 则 存在 某 个 由 来 自 (M, M) 的 P+、Q- 原 子 图 像 
中 的 公式 所 形成 的 有 穷 合 取 ald, d) ， 使 得 pg Aa(d，d) 蕴涵 Pd ， 这 里 名 称 序 
组 4，d 指 M 中 的 对 象 4，d。 由 于 个 体 名 称 4，d 并 不 在 公式 p 中 出 现 ， 故 而 这 
意味 着 p 斑 涵 全 称 霍 恩 条 件 YxVx(a(x, x) 一 Px)。 但 后 者 在 M 中 的 显然 不 成 
立 与 假定 M 上 UH-Cons (9) 相 矛 盾 。 a 

ME, X (#) 应 用 紧 致 性 定理 就 知 ， 整 个 集 卫 是 可 满足 的 。 所 以 ， 存 在 一 
个 模型 N, 满足 fg} U [Pd] U(M, MM) 的 P+、Q- 原 子 图 像 中 的 所 有 公式 。 
TE, BBM M BIN, 内 的 那个 将 对 象 。 映 成 它 名 字 e” 的 解释 的 映射 户 。 这 是 一 
个 Q- 同 构 虞 人 ， 同 样 也 是 一 个 P- 同 态 。 例 如 ，M C- 同 构 于 N TRR N, (M), 
其 个 体 域 由 所 有 名 字 e 在 M 中 的 解释 组 成 。 E 

余下 要 做 的 就 是 用 该 定理 子 句 (2) 中 关于 保持 的 假定 来 得 到 后 承 引 理 所 要 
求 的 结论 。 

引 理 3 (转移 引 理 ) ME po 

TERA: 首先 将 所 给 的 o 在 子 模型 下 的 保持 引用 到 上 述 事实 NUE pg Eo EX 
应 于 M 的 子 模型 N,(M) 中 , 立 得 Ni(M) E pg。 于 是 我 们 可 以 利用 fi EM 中 复 
制 P 在 N,(M) 中 的 解释 ， 得 到 一 个 在 Q- 谓 词 上 跟 M 重合 的 模型 M,， 证 实 下 述 


公式 : 
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(1) 9 

(2) 所 有 来 自 M 的 真 P- 原 子 
以 及 

(3) “Pd 
现在 是 应 用 w 的 相交 性 质 到 由 所 有 模型 M, 所 组 成 的 族 上 的 时 候 了 。 结 果 是 ，gp 
一 定 也 在 模型 (M，Q，P* ) 上 成 立 ， 这 里 P’ 是 所 有 单独 模型 M, 中 的 谓词 P, 
的 交 。 但 后 者 正好 是 M 自身 上 原来 的 那个 谓词 P! 这 一 经 由 o- 模 型 的 交 而 得 到 
的 PY 上 的 最 终归 零 ， 是 本 证 明 中 由 所 有 模型 N, 所 组 成 的 族 的 整个 精巧 结构 的 
EZ. MAM, (M, Q, P*) =M 一 一 从 而 , M 上 p。 a 

现在 我 们 达到 本 节 的 主要 结果 。 这 结果 好 像 是 新 的 一 一 不 过 再 一 次 地 ， 也 有 
一 段 历 史 。( Chang & Keisler, 1993) 的 第 6 章 中 提 到 一 个 类 似 于 PIA 的 句法 版 
式 ， 但 是 含有 在 所 有 谓词 字母 中 完全 地 真 的 前 件 。 另 外 ，Papalaskkari 和 Wein- 
stein (1990) 在 命题 逻辑 的 背景 下 从 句法 方面 刻画 了 1. 2 节 的 相交 性 质 。 

定理 2 对 所 有 一 阶 公 式 g(P，Q)， 下 述 两 条 件 是 等 价 的 : 

(1) (P, Q) 相对 于 已 具有 相交 性 质 ; 

(2) o(P, Q) 可 由 一 个 相对 于 P 的 PIA 公式 定义 。 

证 明 : 像 定理 1 的 证 明 一 样 ， 此 论证 有 同样 的 三 个 主要 步骤 ,但 由 于 无 子 模 
型 捷径 可 走 而 有 某 些 复杂 。 

从 (2) 到 (1)， 此 结果 正好 是 命题 1。 其 次 ， BERF (1) 成 立 。 再 一 
次 ,我 们 只 考虑 一 个 一 元 谓词 ， 以 避免 累 熬 的、 用 于 对 象 的 序 组 记 法 。 一 开 
始 ， 先 定义 下 述 由 p 的 句法 后 承 所 组 成 的 集 : 

PIA-Con (p) = {相对 于 P 的 PIAyl vg Fw}. 





| 

引 理 4〈 后 承 引 理 ) PIA-Con(p) F go 

如 果 我 们 能 证 得 这 一 引 理 ， 那 么 我 们 也 就 能 完成 上 面 定理 的 证 明 ， 因 为 句法 
可 定义 性 条 件 (2) 将 可 由 紧 致 性 定理 ， 加 上 以 前 观察 到 的 PIA 公式 的 合 取 等 值 
于 单个 PIA- 条 件 的 结果 得 出 。 

后 承 引 理 的 证 明 : 令 MERR LOP, Q) 的 任意 一 个 满足 PIA-Con(P) 的 
模型 。 如 前 一 样 ， 如 果 M E VxPx， 则 据 P 具 有 IP 性质 可 知 g(P，Q) 已 经 
在 用 中 成 立 。 关 于 这 个 证 明 的 余下 部 分 ， 我 们 要 假定 M 户 "YxPx。 为 了 确 
EEEL, SLO) 是 仅 含 基础 谓词 8 的 一 阶 语言 。 利 用 一 系列 关于 模型 
和 映射 扩充 的 辅助 结果 ， 我 们 现在 将 要 构建 一 个 最 终 情形 ， 正 如 下 述 引 理 所 措 
述 的 那样 : 
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引 理 5 (构造 引 理 ) FE M 的 一 个 初等 扩充 M" ， 并 且 对 各 个 不 满足 P 的 
de M' 而 言 有 一 个 模型 N, 和 一 个 从 M "到 NN, 的 映射 有 使 得 

(1) o HEN, 中 为 假 ; 

(2) P(f(d)) ZEN, 中 为 假 ; 

(3) fy EKA M* BN, HY LOQ) -EHR P- TAA. 

构造 引 理 的 证 明 : 我 们 在 开始 时 说 过 下 述 论证 中 的 所 有 模型 都 是 可 数 的 ， 因 
而 用 于 构造 的 所 有 模型 的 全 体 也 是 可 数 的 。 

如 前 一 样 ，(M, M) 是 模型 M 膨胀 成 的 一 阶 语言 LL(P，Q) (M) 的 模型 ， 
此 语言 L(P, Q) (M) 是 由 原来 的 语言 L(P, 0) RM 中 各 个 对 象 e 各 附加 一 个 
新 的 个 体 名 字 e 而 形成 的 语言 (Bite 是 否 满足 已 ) 。 首 先 ， 我 们 找 出 一 组 模型 ， 
见证 用 中 所 有 P- 失 败 。 这 完全 类 似 于 定理 1 证 明 中 关于 断言 (#) 的 论证 。 固 
定 M 中 任意 一 个 满足 "Pa 的 dg。 我 们 有 

(## ) 下 述 公 式 集 是 有 穷 可 满足 的 : 

(1) 9, 

(2) ”Pd， 加 上 

(3) TH(P*, Q) (M): (M, M) 4EL(P*, Q) (M) 中 的 完全 一 阶 理论 
[BD LCP, Q) (M) 和 所 有 PP 正 出 现 的 公式 ]。 

(#4) 的 证 明 : 如 果 有 穷 可 满足 性 失败 , 则 p 列 涵 某 个 公式 a(P, Q, d, e) Pd, 
Ptta 中 只 有 正 出 现 ， 并 且 e (一 个 或 多 个 ) Md 都 是 新 的 对 象 常 项 。 但 是 ， 另 
一 方面 ， 全 称 闭 包 YxVy(a(P, Q, y, x) 一 Px) 却 是 9 的 一 个 PIA- 后 承 ， 所 以 它 
必须 在 M 中 成 立 : 证 明 完 成 。 E 

现在 ， 据 紧 致 性 定理 ， 任 取 (#) 中 整个 集 的 一 个 模型 N。 它 使 p AH, W 
样 也 使 -Pd 为 真 。 此 外 ， 从 M BN, 内 的 那个 将 M 中 对 象 。 映 成 对 象 ex 的 映射 
F ARIEL (Pt, Q) (M) 中 所 有 M- 真 的 一 阶 公式 《尤其 是 ， 由 于 保持 所 有 
真 的 不 相等 式 ， 故 而 它 是 一 一 映射 )。 我 们 可 以 为 加 中 任意 一 个 缺乏 性 质 P 的 对 
象 做 这 一 切 ， 最 终 产 生 一 个 由 带 有 从 M 到 其 内 的 映射 有 的 模型 N, 所 组 成 的 可 数 
族 。 图 示 见 图 1; 

这 是 构造 一 个 拥有 “M- 侧 ”和 “NN- 侧 ”的 初等 模型 链 的 出 发 点 。 总 有 一 个 
当前 的 模型 为 M 的 初等 扩充 ， 而 由 所 有 模型 N, 所 组 成 的 族 既 由 已 有 模型 的 初等 
扩充 所 修正 ， 也 由 附加 的 新 模型 所 修正 。 这 一 构造 过 程 中 归纳 步骤 的 实际 所 需 比 
上 述 要 少 一 点 ， 因 为 映射 万 不 一 定 要 是 全 的 。 

归纳 步骤 (% 一 k+1) S M 是 初等 扩充 MM 的 那个 当前 的 模型 ， 同 时 有 一 族 
HAN > OFM 中 各 个 不 具有 PP 性 质 的 d 各 有 一 个 ) 和 部 分 映射 ， 相 对 于 


. 185- 





下 篇 ” 模 态 对 应 理论 新 进展 








C) : 

M eee 

全 Bly | 
PO ON 


图 1 


所 有 对 象 序 组 e OAXEN REE SN 的 定义 域 中 出 现 ) 映射 f* 保持 语言 L(P'， 
Q) 中 所 有 一 阶 公 式 a: 

($) WMR M'HE alel, W NFH a LA (e)]。 
因此 ， 当 前 的 映射 也 许 是 部 分 的 ， 而 且 不 到 上 的 。 我 们 现在 给 出 一 个 三 个 步骤 的 
过 程 将 这 些 模型 和 映射 扩充 到 更 大 的 个 体 域 上 ， 同 时 恢复 我 们 这 里 一 开始 引用 的 
性 质 一 一 尤其 是 ， 重 要 的 不 变性 ($). 

BRA RNAS MEN, 找 出 一 个 初等 扩充 ， 同 时 将 所 给 的 从 M 到 其 
中 的 映射 f° 扩充 成 一 个 在 M 上 为 全 映射 的 新 映射 ， 但 仍 保持 所 有 为 真 的 
L(P*, Q) -公式 。 

作为 准备 ， 我 们 附加 新 的 个 体 常 项 e 来 表示 M PEAS 的 定义 域内 的 对 象 
e， 并 在 N。 中 以 e 在 户 下 的 象 来 解释 新 常 项 e。 这 样 ， 两 个 模型 同时 得 到 膨胀 。 
H (S) 可 知 ， 每 一 个 在 M 中 为 真 的 L(P* ，@) -公式 也 在 N, 中 为 真 。 其 次 ， 
我 们 为 M 中 所 有 对 象 附加 新 的 个 体 常 项 ， 并 把 后 一 模型 再 作 一 次 膨胀 。 我 们 的 
一 阶 语言 现在 将 包含 所 有 新 常 项 。 然 后 ， 用 下 述 事实 找 出 扩充 的 模型 和 映射 : 

(A#) “下 述 公式 集 忆 是 有 穷 可 满足 的 : 

(1) 所 有 在 二 次 膨胀 后 的 模型 M 中 成 立 的 已" - 正 P、Q- 语 句 ，; 

加 上 

(2) 膨胀 模型 NA 的 完全 一 阶 理论 。 

证 明 : 实际 上 ， 了 在 膨胀 模型 N* 中 是 有 穷 可 满足 的 。 考 虑 任意 一 个 有 穷 子 
集 且 。。 也 许 会 有 某 个 (2)- 型 公式 ， 我 们 可 以 在 扩充 语言 中 取 这 些 公式 的 任意 一 
个 有 穷 合 取 ， 并 且 对 所 有 那些 对 不 同 于 定义 域 f 中 的 对 象 进行 命名 的 新 常 项 作 特 
称 量化 。 引 用 事实 (1) P- 正 公式 对 合 取 和 特 称 量词 封闭 及 事实 (2) 原来 的 映 
射 有 保持 L(P* ，Q)- 公 式 ， 我 们 得 到 这 个 存在 公式 已 经 在 膨胀 的 模型 N" 中 成 
Wo RAD, 给 出 了 一 个 模型 。 E 
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接 下 来 ， 据 紧 致 性 ， 我 们 为 整个 公式 集 王 找到 一 个 模型 ， 得 到 所 要 求 的 初等 
扩充 ， 以 及 如 前 面 证 明 中 那样 的 扩充 映射 。 特 别 是 ， 新 映射 扩充 了 旧 映 射 。 令 Sy 
定义 域 中 的 对 象 。 由 常 项 e 命名 。 令 f 是 原来 命名 f, 定义 域 中 的 元 素 e 的 常 项 。 那 
么 原子 式 e =f 在 M* 的 膨胀 模型 中 成 立 ， 从 而 在 新 模型 中 得 到 保持 。 

PEER A 的 结果 ， 我 们 特别 要 注意 : 

Mita =M", 

NE “是 Ne 的 一 个 初等 扩充 ， 

JE U DSi, EM 4 上 是 全 映射 但 不 必 是 到 上 的 。 

PRB 我 们 找到 M'*"“ 的 一 个 初等 扩充 ME? ,以 及 各 个 映射 的 一 个 扩充 , 映 
到 NJ*" “上, 并且 仍 保持 所 有 其 参 变 元 都 在 M "中 的 、 为 真 的 L(P' ,0)- 公 式 。 

首先 ， 给 定 M' “和 任意 一 个 模型 N, RIET X M “和 已 有 的 
映射 大 4， 以 致 扩充 映射 仍 保持 所 有 P-IE P、Q- 公 式 ， 同时 在 它 的 象 中 拥有 
所 有 NA *"“。 其 论证 类 似 于 步骤 A 中 所 作 。 我 们 如 前 一 样 为 NA**" “中 所 有 对 
象 附加 新 的 个 体 常 项 ， 并 表明 

(BH) 扩充 语言 中 的 下 述 公式 集 忆 是 有 穷 可 满足 的 : 

(1) M** "4 的 完全 一 阶 理论 ， 

加 上 

(2) 由 所 有 在 扩充 模型 CNT, NETU 中 成 立 的 P- 正 P、Q- 公 式 a 
的 否定 -a 所 组 成 的 集合 。 

证 明 : 该 公式 在 M**''“ 中 是 有 穷 可 满足 的 。 否 则 ，M* “将 会 满足 某 个 公 
式 Vx(aV…yVa),， 所 有 这 些 o, 都 是 P- 正 的 一 一 全 称 量 词 Vx 覆盖 来 自 
(NESS, NE 所 用 到 的 全 部 新 对 象 名 字 。 据 对 析 取 和 全 称 量词 封闭 可 知 ， 
这 个 公式 仍 在 我 们 的 P-IE L(P* ，Q)- 公 式 类 中 一 一 所 以 , 据 ($ WA, EC 
经 在 Ns 中 成 立 : 证 明 完 成 。 a 

由 此 可 知 ， 整 个 公式 集 王 是 可 满足 的 ， 并 且 它 的 任意 一 个 模型 将 都 是 所 要 求 
的 ME 4 的 已 _Q- 初 等 扩充 ， 同 时 也 以 一 种 明显 的 方式 产生 了 映射 请“…“ 的 适 
MP FSET? MARIAN! 我 们 必须 证 明 这 个 结论 对 步骤 A 结束 时 存在 的 所 
有 模型 N。 “都 成 立 。 

为 此 ， 我 们 现在 以 某 种 可 数 枚 举 的 方式 来 排列 所 有 这 些 模型 ， 并 以 全 部 的 有 
穷 序数 重复 前 面 的 构 作 。 尤 其 是 ， 在 这 些 步 又 的 各 步 中 ， 初 始 模型 Mr at 
的 后 继 将 改变 成 某 个 L(P, 8)- 初 等 扩充 。 但 这 不 影响 我 们 的 部 分 映射 所 具有 的 
重要 的 保持 性 ($ ) ,因为 所 有 相关 公式 的 真 值 在 一 个 初等 扩充 和 原来 的 模型 
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M**' 《之 间 并 不 改变 。 最 后 ， 取 所 产生 的 初等 M- 模 型 链 的 并 就 得 所 要 求 的 模型 
M+ *"*， 而 期 间 构 成 的 映射 f/** "也 就 是 所 要 求 的 仍 满足 ( $ ) 的 满 映 射 。 
注意 ， 这 些 映射 也 是 内 射 ， 因 为 不 变性 条 件 ($ ) 蕴涵 着 否定 的 原子 等 式 的 
保持 。 

概括 步骤 了 的 结果 ， 我 们 做 如 下 记录 

MPE M 1 的 一 个 初等 扩充 ， 

N; +1,B =N,‘* DA 

FE UEDA, ENP ”上 是 到 上 的 , 但 不 必 是 全 映射 。 

URC EPER B 中 一 条 初等 链 的 并 M:*，" ?时 ， 这 模型 的 个 体 域 也 许 会 
获得 许多 不 满足 的 对 象 4， 不 过 它们 都 不 在 任意 一 个 能 映 到 一 个 相配 的 模型 上 
的 映射 的 定义 域 中 。 最 后 ， 创 造 一 族 这 样 的 模型 ， 加 上 满足 ( $ ) RARS, 
完全 类 似 于 我 们 在 第 一 阶段 的 论证 中 做 的 那样 。 这 个 扩充 并 不 改变 MA te 
不 改变 步骤 B 结束 时 存在 的 其 他 模型 和 映射 。 

步骤 A、B、C 相继 实施 的 结果 是 : 

G) 一 个 模型 MI), EH M 的 一 个 初等 扩充 ; 

(2) 一 族 模型 N,'*'， 初 等 扩充 阶段 上 结束 时 存在 的 模型 Ni 

(3) 一 族 部 分 映射 J ， 从 ME“ ' 映 到 Ns"' E, WEAR LO ,Q)- 的 公式 
保持 性 条 ( $ ) ， 定 义 域 包含 A EREE N; 

(4) 新 模型 N, 见证 Mi 全 中 也 要 不 具有 性 质 已 的 对 象 以 及 〈3) 中 那样 的 映 
射 (不 必 一 定 是 到 上 的 )。 

特别 是 ， 最 初 的 情形 得 到 恢复 。 

迭代 成 一 个 初等 链 ”为 了 结束 构造 引 理 的 证 明 ， 我 们 在 所 有 有 穷 序 数 上 重复 
这 里 的 归纳 步骤。 其 结果 是 一 条 初等 模型 链 M' ，M? ，…， 它 们 的 并 就 是 所 要 求 
的 模型 M* 。 此 外 ， 这 一 迭代 过 程 保证 它 的 各 个 不 具有 性 质 P 的 元 素 从 某 个 阶段 
4 起 开始 一 条 初等 模型 链 NJ* ,NJ '，…， 它 们 的 并 是 构造 引 理 所 要 求 的 模型 。 
最 后 ， 这 个 过 程 在 阶段 4 构造 起 来 的 模型 M" 和 N," 之 间 的 所 有 部 分 映射 f" 的 并 
是 从 MM* BUN, 的 P- 同 态 。 特 别 是 ， 这 个 映射 因 步 骤 A 和 步骤 B 中 的 个 体 域 往复 
扩充 步 又 而 成 为 一 个 一 一 到 上 的 映射 同时 关于 有 穷 多 个 参 变 元 4d WLO, Q)- 
公式 的 保持 性 条 件 ( $ ) 也 因 M' 初等 等 价 于 模型 M* (所 有 对 象 d 最 初 都 完全 出 
现在 此 模型 中 ) 而 仍然 成 立 。 a 

现在 我 们 准备 最 后 确定 我 们 的 论证 。 

引 理 6 (转移 引 理 ) Mg. 

证 明 ; 考虑 构造 引 理 中 的 情景 。 各 个 模型 N, Ho, TE P, ORM 
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模型 (M* ，P,) ， 后 面 这 个 模型 跟 M 一样， 但 是 谓词 P 的 解释 被 换 成 通过 映射 
SAN 拷贝 的 一 个 个 体 。 这 使 六 成 为 一 个 完全 的 P、8 同 构 ， 从 而 有 

(M* , Pi) Fe. 
另外 ，P- 同 态 条 件 保证 拷贝 来 的 谓词 P, A PM". 

M* 中 的 对 象 d 并 不 满足 P,。 
现在 我 们 引用 所 给 的 o 的 相交 性 质 。 带 有 所 有 解释 谓词 字母 P 的 所 有 谓词 P, 的 
交 的 模型 M* 也 一 定 满足 pg。 但 是 据 前 面 的 观察 结果 可 知 ， 那 个 交 正 好 就 是 PM" , 
所 以 M"* 实 际 上 正好 就 是 模型 M" 。 由 此 可 知 ，M"* 睹 gp。 但 男 一 方面 还 MEQ, 
因 M* 是 PIA-Cons(gq) 最 初 的 那个 模型 M 的 一 个 初等 扩充 。 E 

定理 2 有 若干 变 式 ; 有 些 变 式 的 证 明 简 单一 些 。 定 理 1 的 全 称 霍 恩 子 句 是 一 
个 例子 。 另 一 个 特殊 情形 假定 P 仅 出 现在 后 件 位 置 上 。van Benthem (1996) 表 
明 这 等 价 于 将 相交 性 质 加 强 成 一 个 等 值 式 一 一 或 者 说 得 更 明白 一 点 ,是 对 I 了 P 附 
加 了 一 个 独立 的 语义 要 求 : pg(P，0Q) 相对 于 PP 是 单调 的 。 





1.3 谓词 极 小 化 和 不 动 点 逻辑 


谓词 极 小 化 也 可 以 作为 一 个 一 般 设计 而 被 附加 进 一 阶 逻辑 。 结 果 是 下 述 
表述 。 
定义 4 带 谓词 极 小 化 的 一 阶 远 辑 [MIN (FO0) ] 拥有 标准 一 阶 逻 辑 所 有 的 
递归 形成 规则 和 一 个 新 的 公式 形成 规则 
MINP - pg(P, Q) iX# o(P, Q) 是 一 个 推广 的 PIA- 条 件 。 
后 者 仍 有 定义 2 的 名 法 形状 ,但 MIN(FO) 句法 允许 任意 一 个 来 自 MIN(FO) 的 
P-TERIE W(P, Q, x). KH, a(R, Q) 中 不 涉及 RR 的 原子 的 正 出 现在 MINR - 
a(R，Q) 中 也 是 正 的 。 a 
MIN(FO) 跟 以 不 动 点 算 子 的 一 个 递归 形成 规则 扩充 一 阶 逻 辑 而 成 的 更 标准 
的 语言 LFP(FO) 密切 相关 。 
定义 5 LFP(FO) 以 下 面 的 一 个 定义 最 小 不 动 点 的 算 子 
pP,x-o(P, Q, x) 
来 扩充 一 阶 逻辑 常用 的 归纳 形成 规则 ， 这 里 的 P 也 许 在 g(P, Q, x) 中 只 有 正 出 
现 , 而 x 则 是 一 个 元 数 同 于 P 的 变 项 序 组 。 相 关 的 不 动 点 就 是 谓词 上 的 下 述 单调 
合 运算 在 任意 一 个 给 定 模 型 M 中 的 那些 不 动 点 : 
FY= AP- {M 中 的 d | (M, P), dF ¢(P,Q)}. 
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据 塔 尔 斯 基 - 克 纳 斯 塔 尔 定理 可 知 ,，jP, x - (P.O, x) 可 以 正确 地 定义 为 M 
上 所 有 满足 FY (P) CP 的 谓词 的 交 这 也 就 是 使 得 FY(X) =X RZ M 的 最 
小 子 集 。 | 

在 这 个 定义 中 , PE 中 正 出 现 的 那个 句法 条 件 保证 了 映射 FY 的 单调 性 。 
这 个 条 件 得 到 一 个 熟知 的 模型 论 结果 的 支持 。 同 态 的 林 登 保持 定理 的 一 个 简单 的 
变 式 断定 , 一 个 一 阶 公式 oP, 0) 定义 一 个 单调 集合 算 子 F, MHAM, 
pg(P，Q) 可 由 一 个 仪 含 谓词 P 的 正 出 现 的 公式 来 定义 。 我 们 可 以 把 定理 2 看 成 是 
在 为 MIN(FO) 做 同样 的 事情 。 

LFP(FO) 的 一 个 变异 是 模 态 wR, 这 里 所 有 谓词 都 是 一 元 的 ， 而且 
2(P,，@) 也 都 是 模 态 公 式 。 这 些 模 态 及 一 阶 语言 也 都 能 通过 对 偶 化 定义 出 最 大 不 
动 点 ， 正 如 我 们 以 谓词 极 大 化 替代 极 小 化 所 能 看 到 的 那样 不 过 这 里 我 们 不 继 
续 这 方面 的 讨论 。 

不 顾 “ 极 小 性 ”这 一 措辞 ，p(P，&) 的 最 小 不 动 点 通常 不 是 一 个 能 使 
pg(P，Q) 成 立 的 谓词 。 例如， 在 1.1 节 的 例 2 中 ， 在 某 点 处 满足 模 态 公式 口 p 的 
极 小 谓词 己 [ 即 YVy(CRxy 一 Py) ] 正好 就 是 1s 1 Rxs}。 但 是 Vy(Rxy 一 Py) 的 最 
小 不 动 点 《在 模 态 -演算 中 记 成 up + Op) 则 复杂 得 多 : 它 定 义 所 给 关系 RR 的 良 
基部 分 ， 出 现在 1. 1 节 的 例 4 中 。 不 过 ， 在 这 两 种 系统 表述 之 间 存 在 有 一 种 密切 
的 联系 。 

命题 2 MIN(FO) 和 LFP(FO) 具有 同样 的 表达 能 力 。 

WEAR: (1) M LFP(FO) 到 MIN(FO)。 如 上 描述 的 运算 FF 的 最 小 不 动 点 也 
是 一 个 最 小 “前 不 动 点 ”， 相 关 的 自由 变 项 序 组 记 成 *， 可 以 将 它 氢 述 如 下 : 

pP,x-o(P, Q, x) = MINP. Vx(g(P, Q, x) — Px). 
这 里 我 们 可 以 归纳 地 假定 LFP(FO) -前 件 p(P，@, x) 已 经 有 一 个 MIN(FO)- 等 
值 式 。 

(2) 从 MIN(FO) 到 LFPP(FO)。 极 小 化 正好 出 现 于 PIA- 条 件 Vx(p (P, 
Q, x) 一 Px) E, P 在 pg(P,，Q@, x) 中 仅 有 正 出 现 。 但 同一 个 谓词 可 被 描述 为 
uP, x-o(P,Q, x). a 

在 语言 LFP(FO) 和 MIN(FO) 之 间 做 选择 似乎 只 是 一 个 实用 方便 的 问题 。 
较 理论 地 说 ，1. 2 节 中 的 保持 结果 是 把 正 出 现 限制 强加 进 LFP(FO) 的 “ 林 登 根 
据 ” 的 对 应 物 。 我 们 尝试 过 为 1.2 节 中 的 保持 结果 找 出 某 个 较 直 接 归 和约 ， 归 约 成 
一 个 林 登 型 的 结果 ， 但 没有 成 功 。 

Hid: 一 个 未 解决 的 保持 问题 ”在 这 个 方面 ， 存 在 一 个 对 于 两 种 系统 表述 都 
似乎 是 未 解决 的 问题 。 例 如 ， 定 义 单调 集合 运算 的 公式 pg(P) 正好 就 是 用 PP 在 
其 中 仅 有 正 出 现 的 公式 可 定义 的 那些 集合 运算 ， 这 一 结论 在 全 语言 LFP(FO) 中 
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仍 成 立 吗 ? 对 于 LFP(FO) 还 不 知道 有 任何 一 个 林 登 型 的 定理 ， 因 为 一 阶 逻辑 常 
用 的 以 紧 致 性 为 基础 的 模型 论 技 术 (包括 1.2 节 中 的 那些 技术 ) 都 不 成 功 。 而 且 
用 它们 替代 工 。 一 类 的 无 穷 语言 (Barwise & van Benthem, 1999) 也 不 成 功 一 一 
因为 LFP(FO) 定义 二 元 序 的 良 基部 分 ， 这 是 超出 这 些 语 言 的。 同样 的 问题 对 于 
相交 性 质 和 在 MIN( FO) 定义 中 的 使 用 的 PIA- 版 式 也 都 是 未 解决 的 。 E 

这 一 对 比 的 另 一 方向 跟 微 细 结 构 有 关 。 关 于 LFP(FO) 的 最 小 不 动 点 的 所 指 
可 以 在 序数 阶段 中 计算 ， 遵 循 一 个 熟知 的 从 空 谓词 开始 的 由 下 而 上 的 通 近 过 程 。 
尤其 是 ， 有 些 不 动 点 可 以 在 任 一 模型 中 在 阶段 o 之 前 统一 地 算出 : 例如 ， 谓 词 在 
逻辑 程序 的 极 小 艾 尔 伯 朗 模型 中 的 所 指 。 其 他 不 动 点 要 求 阶段 数 增加 到 模型 的 基 
数 ， 以 给 定 二 元 序 的 良 基部 分 为 重要 例子 。 我 们 可 以 从 公式 1P, x-o(P, Q, 
x) 的 形状 来 预见 这 = 一 情形 的 某 些 结构 。 例 如 ，van Benthem (1996) 用 谓词 P 中 
的 有 穷 连续 性 分 析 了 在 阶段 o 之 前 的 稳定 化 : oP, Q, x) My, ENK, 
对 P 的 某 个 有 穷 子 谓词 P 有 oP, 0) 成 立 。 它 的 句法 对 应 物 结果 是 已 在 op 中 
的 某 种 正 特 称 出 现形 式 ， 没 有 使 良 基部 分 变 得 如 此 复杂 的 全 称 量 化 。 在 MIN(FO) 
中 找 出 类 似 的 微细 结构 也 是 很 有 意义 的 。 


1.4 ” 模 态 对 应 理论 中 的 极 小 化 和 不 动 挟 


在 这 一 节 中 ， 我 们 探索 谓词 极 小 化 和 PIA 句法 的 某 些 新 应 用 。 极 小 谓词 被 广 
泛 地 用 于 模 态 逻辑 ， 在 计算 所 谓 的 模 态 公式 的 “框架 对 应 ”时 广泛 引用 。 下 面 
是 一 些 基 本 概念 一 一 对 于 模 态 逻辑 方面 的 更 多 的 细节 ， 我 们 参照 标准 的 文献 [ 例 
如 ， (van Benthem, 1983), (Blackburn, et al.，2001)]。 称 一 个 模 态 公式 
lPi, s, Pk) 在 一 框架 =〔( 邢 ,， R) PAR, 是 指 对 它 的 命 el AE py, so, Dy 
的 各 个 赋值 而 言 p 在 该 框架 的 每 一 个 世界 中 成 立 。 这 一 概念 把 模 态 公式 处 理 为 它 
们 的 标准 一 阶 译文 ST(e) 在 关系 模型 上 的 以 一 元 二 阶 闭 包 ， 也 就 是 处 理 为 一 元 
II, 23 

VP, VP, ST(¢). 
但 在 许多 情形 中 ， 有 更 好 的 性 质 存在 ， 确 实 是 一 阶 性 质 ， 可 以 从 模 态 公理 的 形式 
结构 算出 。1. 1 节 中 的 传递 性 和 模 态 公理 口 p 一 口 DJp 就 是 一 个 重要 例子 。 这 能 走 
多 远 呢 ? 


1.4.1 计算 一 阶 对 应 


一 阶 框架 对 应 常常 是 需要 特别 证 明 的。 在 1.1 节 中 , 我们 已 经 提 到 K4 公理 
口 z 一 口 口 p 对 应 于 一 阶 传递 性 ，YV xy( Rxy 一 Vz(Ryz 一 Rxz))。 男 一 个 熟知 的 情形 
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是 下 述 例子 。 
B5 吉 奇 公理 (Geach axiom) (a)[b]p— [b](a)p 对 应 于 汇合 性 ; 
Vxy(R xy V z( Ryxz— Ju(R,zu AR,yu) ) |_| 
这 样 的 结果 可 以 较 一 致 地 利用 一 个 熟知 的 代 人 算法 计算 出 来 (van Benthem, 
1983; Blackkburn, et al.，2001) 。 它 把 具有 适当 形式 (“ 萨 奎 斯 特 形 式 ”) 的 模 
态 公 理 转换 等 值 的 框架 上 可 及 关系 的 一 个 条 件 。 
定理 3 下 述 形式 的 模 态 公式 ap 有 一 阶 框架 对 应 : 前 件 a 必须 是 从 可 能 
有 全 称 模 态 词 为 前 缀 的 原子 p，4…， 合 取 ， 析 取 和 存在 模 态 词 构造 起 来 的 公式 ， 
而 后 件 B 则 可 以 是 任意 一 个 其 所 有 命题 字母 都 正 出 现 的 模 态 公 式 。 另 外 ， 这 个 一 
阶 对 应 也 可 以 统一 而 能 行 地 从 所 给 的 模 态 公理 计算 出 来 。 
证 明 (概要 ): 这 个 结果 的 证 明 可 以 在 模 态 文献 中 找到 。 下 面 就 是 那个 能 行 
过 程 。 计 算 框 架 对 应 的 代 人 算法 对 于 据 所 给 形式 的 模 态 公理 op 如 下 进行 变换 : 
(a) 将 该 公式 翻译 成 它 的 典范 一 阶 形式 ， 对 于 命题 字母 用 一 元 集合 量词 作 
BUR: 
Vx: VP: 翻译 (a>) (Px); 
(b) 抽出 前 件 中 的 特 称 量词 ， 变 换 成 受 约束 的 全 称 量词 后 放 在 前 缀 中 ; 
(c) 算出 命题 字母 的 一 阶 极 小 赋值 ， 使 余下 的 前 件 部 分 为 真 ; 





(d) 对 出 现在 后 件 中 的 命题 字母 代入 这 些 可 定义 的 值 一 一 而 且 如 果 方 便 
的 话 ， 
(e) 以 逻辑 等 值 为 准 实施 简化 。 E 


例 6 对 模 态 传递 性 公式 口 p 一 口 口 p 而 言 ， 

(a) PÆ NV x V P: Y y( Rey—Py) > V z( Raz V u( Reu—Pu) ) ; 

(b) 是 空 的 一 一 因为 口 p 中 根本 没有 存在 模 态 词 ， 而 

(c) 产生 极 小 赋值 Ps: = Rxs 一 一 于 是 

(d) RASA V x V y( Rey Ray) > V 2( Rez 2 Ņ u( Rou Ra) ) ; 

(e) 后 者 简化 得 常用 的 形式 VY x: V 2( Rxz— Y u( Rau Rev) 。 E 

例 7 对 模 态 汇合 性 公式 《a〉[bjp 一 [5] (a) p 而 言 ， 

(a) PEA Va: VP: dy(R xy A V2(R,yzPz) ) > Vu(R,rxu— dv R w A Pr) ) 

(b) 产生 Vx:VP:Vy(Rxy— (VzCR,yz>Pz) > Vu(R,xu- jv (Ru A 
Pr) ) ) ); 

(c) 产生 极 小 赋值 Ps: = Roys; 

(d) 代入 会 给 出 

Vai Vy R,xy( Vz( RyyzR,yz) > Vu Rxu jv Ru AR,yo)))) 5 

(e) 后 者 简化 成 常见 的 一 阶 形式 


- 192 . 





1 极 小 谓词 、 不 动 点 和 可 定义 性 





Va: V y( R, xy V u( Ryxu— 4v( Raw A R,yv) ) ) a 

关于 代入 算法 的 正确 性 ， 大 家 留意 参考 所 引 的 文献 。 主 要 想法 是 这 样 的 。 显 
BR, PRR (a) 的 公式 蕴涵 它们 在 步骤 (d) 中 得 到 的 特殊 代入 实例 。 反 之 亦 然 ， 
假设 后 者 在 一 个 模 态 框架 下 中 是 真 的 。 如 果 一 个 萨 奎 斯 特 形式 下 的 前 件 a， 对 于 


它 命题 字母 p 的 任意 一 个 赋值 Xp) ， 在 中 的 一 点 x 处 为 真 ， 那 么 它 也 将 对 步 - 


又 (c) 算出 的 极 小 赋值 为 真 ， 这 个 极 小 赋值 被 包含 于 集合 V(p) 中 。 因 此 ， 
(d) 中 的 代入 实例 说 的 就 是 ， 后 件 B 对 于 那些 极 小 赋值 在 x 处 成 立 。 但 是 另 一 方 
面 ， 它 也 对 原来 的 V(p) -赋值 成 立 ， 根 据 由 它 的 正名 法 形式 导出 的 语义 单调 性 。 
这 表明 ，(a) 中 的 二 阶 公式 表达 着 ap FEF H x 处 为 真 的 框架 真理 性 。 = 

在 我 们 的 观点 看 来 ， 这 里 发 生 的 一 切 是 这 样 的 。 在 处 理 萨 奎 斯 特 前 件 a 时 ， 
上 述 算法 的 步 踊 (cec〉 中 用 到 谓词 极 小 化 

MINP .ep(P,OC) 

这 里 所 有 的 条 件 都 是 PIA 的 。 这 可 以 由 所 翻译 的 a 的 句法 形式 得 出 ， 在 存在 模 态 
词 变 成 全 称 的 前 级 量词 以 后 ， 结 果 只 有 模 态 词 口 …Dp 的 重 迭 形式 还 保留 。 相 应 
的 PIA- 条 件 都 是 很 特殊 的 ， 因 为 所 要 极 小 化 的 谓词 P 并 不 出 现在 它们 的 前 件 中 ， 
仅 涉及 关系 后 继 链 。 这 是 1. 3 节 结 尾 处 提 到 的 特殊 情形 ， 它 解释 了 一 阶 可 定义 
性 。 然 而 ， 极 小 化 也 对 其 他 类 型 的 模 态 前 件 起 作用 一 一 并 且 这 提出 了 1.4.2 节 中 
上 述 定理 的 一 个 令 人 意外 的 推广 。 

Hid 并 非 所 有 的 一 阶 框架 可 定义 的 模 态 公式 都 可 由 一 阶 代入 得 到 等 值 式 
(van Benthem，1983)。K4 传递 性 公理 和 麦 肯 西 公理 口 Op 一 Dp 的 合 取 就 是 一 
个 反例 。 a 


14.2 不 动 点 逻辑 中 的 广义 框架 对 应 


处 理 具有 较 复杂 形式 前 件 的 模 态 蕴涵 式 oS B 时 前 述 的 代入 算法 就 遇 到 了 
困难 。 

例 8 洛 伯 公 理 口 ( 口 p 一 p) 一 口 p 定义 下 述 两 个 框架 条 件 的 合 取 : OR 的 传 
递 性 ，G@R 的 向 上 良 基 性 。 二 元 关系 的 这 一 性 质 显然 不 是 一 阶 可 定义 的 。 E 

这 里 所 说 的 原先 的 代入 算法 的 不 足 可 以 如 下 来 理解 。 我 们 并 没 为 前 件 口 ( 口 p 
一 p) 得 到 一 个 极 小 赋值 ， 此 前 件 是 仅 用 RR、= 而 一 阶 可 定义 的 。 但 是 ， 我 们 仍 有 
下 面 的 观察 : 

洛 伯 前 件 具 有 PIA- 形 式 Vy( (Rey A Vz(Ryz—Pz))—Py)。 

因此 ， 这 个 前 件 支持 一 个 极 小 赋值 : 不 在 R、= 的 语言 中 ,但 在 MIN(FO) [或 
者 等 价 地 说 ， 在 不 动 点 语言 LFP(FO) ] Po 

例 8 续 计算 洛 伯 公 理 的 极 小 赋值 
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更 具体 地 分 析 口 ( 口 z 一 p) 可 知 ， 在 世界 * 处 满足 洛 伯 公 理 前 件 的 极 小 谓词 将 

描述 下 述 世界 集 : 

Ly | Vz(Ryz Raz) & 没有 任何 一 个 无 穷 R- 后 继 序 列 从 y 开始 } 。 
于 是 ， 如 果 我 们 把 这 个 描述 宜人 洛 伯 后 件 口 >， 那 么 前 面 提 到 的 那个 常用 的 合 取 
框架 条 件 将 正确 地 自动 产生 。 | 

下 述 命题 是 这 些 观 察 的 一 般 结果 : 

命题 3 带 正 后 件 和 能 在 特 称 量 词 抽 出 到 外 层 而 成 PIA- 条 件 的 前 件 的 模 态 蕴 
涵 式 公理 在 LFP( FO) 中 有 能 行 可 计算 的 框架 对 应 。 

我 们 也 可 以 在 MIN (FO) 中 定义 这 些 框架 对 应 。 在 两 种 方法 的 任何 一 种 下 ， 
许多 不 具有 萨 硅 斯 特 形 式 的 模 态 公理 都 在 不 动 点 逻辑 中 有 对 应 公式 。 就 其 本 身 而 
言 ， 这 个 观察 绪 黑 并 不 新 鲜 。LFP(FO ) 也 已 被 明确 地 应 用 于 (Nonnengart & Sa- 
las，1999) ， 用 作 分 析 二 阶 框架 性 质 并 把 它们 转换 成 易 处 理 的 逻辑 形式 的 
“SCAN- 算 法 ”的 一 部 分 。 

下 面 是 有 用 的 不 动 点 等 值 式 的 另 一 个 例 解 。 

例 9 “循环 回归 ” 

模 态 公 理 ( 9Qp 人 口 (p 一 口 p) ) 一 p 表达 这 样 的 框架 性 质 “每 一 个 带 有 一 个 
R- 后 继 y 的 点 x 可 以 从 y 开始 在 有 穷 多 的 、 相 继 的 R- 步 又 内 达到 。” (van Ben- 
them, 1983; Benton, 2002) 循环 回归 的 前 件 在 抽出 第 一 个 对 于 存在 模 态 词 Op 
而 言 的 前 缀 全 称 量词 Vy( Rxy 一 以 后 就 成 为 一 个 PIA- 条 件 。 所 产生 的 极 小 谓词 就 是 
“从 yy 开始 在 有 穷 多 个 R- 步 骤 内 可 及 ”。 在 后 件 中 作 代 入 以 后 ， 最 终 的 LFP( FO)- 
等 值 式 恰 好 就 是 所 提 到 的 那个 框架 条 件 。 E 

循环 回归 仪 涉 及 R 的 传递 闭 包 ， 因 而 一 个 简单 的 不 动 点 就 够 了 ， 在 第 一 个 无 
FUNK o 内 就 可 达到 。 这 一 简 晰 性 成 立 的 理由 是 在 句法 方面 ， 跟 我 们 1. 1、 
1.2 节 中 的 观察 有 关 。 从 前 件 C2(pA 口 (pz 一 口 p) ) 算出 的 PIA- 前 件 是 一 个 全 称 霍 
恩 子 句 。 通 过 对 比 可 知 ， 在 由 洛 伯 公理 的 非 堆 恩 -PIA- 前 件 口 (p 一 口 p) 算出 的 极 
小 赋值 中 ， 那 个 不 动 点 在 它 到 达 以 前 可 能 取 任 意 一 个 无 穷 序数 阶段 ， 正 如 它 计 算 
一 个 二 元 关系 的 良 基 部 分 那样 。 

1.4. 3 ”一 个 达到 非 不 动 点 可 定义 性 的 谱系 
极 小 化 存在 有 极限 。 考 虑 前 面 的 麦 肯 西 公理 
Oop OLp, 
它 是 又 一 个 熟知 的 无 一 阶 等 值 式 的 模 态 原则 。 我 们 的 不 动 点 分 析 这 里 并 不 适用 ， 
因为 其 模 态 前 件 口 Cp 有 一 个 典型 的 非 PIA 一 阶 量词 形式 Vx( Rey Jy ( Ryz 
A…。 存 在 有 其 他 能 处 理 这 一 情形 的 高 阶 对 应 算法 (Gabbay & Ohlbach, 1992; 
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Nonnengart & Salas ，1999 ) ， 但 是 这 些 并 未 吐露 一 个 LFP( FO) -条 件 。 

的 确 ， 在 这 里 我 们 有 一 个 谱系 。 或 许 一 个 非 不 动 点 可 定义 框架 条 件 的 最 简单 
的 例子 将 来 自 带 有 将 来 模 态 词 R 和 过 去 模 态 词 尸 的 基本 时 态 逻 辑 。 考 虑 熟知 的 戴 
德 金 公理 

(Fp AFG- p)—-+F (65 pAH(pV Fp)). 
在 严格 线 序 (T, <) 上 ， 这 个 公理 表达 戴 德 金 完 全 性 : 了 的 每 一 个 有 下 界 的 子 
集 一 定 有 最 大 下 界 。 而 且 ， 其 前 件 不 是 PIA 的 。 并 且 的 确 ， 这 个 一 元 的 -HER 
不 是 按 上 述 风 格 可 定义 的 。 

命题 4 戴 德 金 完全 性 不 是 在 LFP(FO) 中 可 定义 的 。 

WEAR: 戴 德 金 连续 性 在 实数 域 R_ 上 成 立 ， 而 在 有 理 数 域 0 中 不 成 立 。 但 是 
在 这 两 个 框架 之 间 还 存在 一 个 熟知 的 潜 同 构 。 潜 同 构 保 持 LP (FO) 的 所 有 公式 ， 
由 此 立刻 得 到 不 可 定义 性 。 E 

因此 ， 我 们 在 时 序 逻 辑 中 的 框架 对 应 之 间 找 到 了 一 个 新 的 谱系 : 

一 阶 的 ， 不 动 点 可 定义 的 ， 特 称 高 阶 的 。 

模 态 逻辑 中 存在 着 一 个 类 似 的 谱系 : 

定理 4 存在 LFP(FO) 中 不 可 定义 的 模 态 公式 。 

WEAR: Le Bars (2002) 给 出 了 一 个 模 态 公 式 ， 它 在 有 穷 框架 上 的 真 值 并 不 
满足 那个 随 个 体 域 大 小 递增 的 真 值 概率 而 言 的 零 和 律 。 但 是 所 有 在 LFP( FO) 中 
可 定义 的 公式 都 满足 这 个 零 和 律 (Ebbinghaus & Flum，1995 ) 。 更 确切 地 说 ， 勒 
巴 斯 考 察 的 是 满足 一 个 简单 的 一 阶 条 件 的 有 穷 框 架 ， 此 条 件 要 求 一 个 框架 具有 关 
系 宽度 2， 已 知 这 在 有 穷 模 型 极限 中 成 立 ， 其 概率 是 1。 然 后 ， 他 考虑 一 个 进 一 
步 的 公式 ， 此 公式 可 以 书写 如 下 : 

(4A Op) > (PVOPV) ADCOPV9) )) 
这 公式 在 宽度 为 2 的 有 穷 框架 上 并 不 服从 零 和 律 。 因 此 它 在 那个 特殊 情形 下 甚至 
都 不 是 LEP(FO)- 可 定义 的 。 再 一 次 ， 我 们 的 方法 失败 ， 因 为 很 典型 前 件 
g 人口 Op 不 是 PIA 的 。 a 

我 们 猜想 ， 麦 肯 西 公理 在 LFP( FO) 中 就 已 经 是 不 可 定义 的 。 

在 校对 过 程 中 添加 的 ” 戈 兰 科 和 我 最 近 找 到 了 这 个 猜想 的 一 个 证 明 ， 我 们 利 
用 下 面 的 事实 : 骆 文 汉 姆 -斯 科 伦 定理 对 公式 口 Cp — OD p 不 成 立 。 

注 记 在 (Goranko & Vakarelov, 2003) 中 可 以 找到 若干 类 似 于 1.5.2、 
1.5.3 节 中 所 陈述 的 论点 ， 我 们 差不多 是 在 写 完 本 文 后 才 获 悉 这 些 论点 的 。 尤 其 
是 ， 他 们 的 “正则 公式 ”可 被 证 明 为 是 等 值 于 带 PIA- 前 件 的 萨 硅 斯 特 蕴 涵 式 的 ， 
限制 于 一 个 仅 带 一 元 基础 谓词 P 的 模 态 语言 。 两 位 作者 指出 ， 这 样 的 公式 具有 在 
LFP(FO) 中 可 定义 的 框架 和 条件。 此外， 他 们 还 通报 了 关于 在 扩充 上 述 语 言 的 模 态 
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不 动 点 系统 表述 中 的 对 应 和 完全 性 的 进一步 工作 。 
1.4.4 某 些 可 能 的 扩张 


多 重 极 小 化 1.4.1 节 中 的 代入 算法 在 带 若 干 命题 字母 记 ，P，… 的 公式 a 
上 可 以 流畅 地 发 挥 作用 。 这 里 ， 在 以 PIA 为 基础 的 极 小 赋值 定义 的 前 件 并 不 涉及 
任何 谓词 Pi, Pa, 0o 但 是 较 一 般 地 讲 ， 相 对 于 PIA- 条 件 的 一 个 合 取 ， 我 们 可 
以 同时 极 小 化 一 串 谓词 ， 其 句法 版 式 为 MINP,, Pa, ot (Pi, Pi，…，Q)。 附 
带 的 条 件 是 ， 在 那个 就 P 而 言 的 蕴涵 条 件 的 前 件 中 ， 所 有 其 他 被 极 小 化 的 谓词 都 
只 有 正 出 现 。 我 们 略 去 细节 。 

更 丰富 的 模 态 语言 ” 极 小 代 人 分 析 的 适用 范围 远 比 口 、 儿 的 基本 模 态 语 言 
广 。 适 当 的 前 件 包 括 具 有 量词 形式 Y 了 -的 时 序 Uniil 模 态 词 U(p, q) 后 件 在 
任意 一 个 〈 一 阶 ， 高 阶 ) 语言 中 都 可 接受 ， 只 要 它们 单调 于 那些 命题 字母 就 行 。 
尤其 是 ， 要 使 模 态 公理 的 语言 和 它们 的 自然 的 框架 对 应 的 语言 之 间 在 表达 力 上 相 
称 ， 在 诸如 模 态 -演算 一 类 的 模 态 不 动 点 语言 上 建立 框架 对 应 理论 也 是 很 有 意 
义 的 。 

高 阶 模型 论 ” 模 态 对 应 理论 对 于 简单 的 高 阶 逻辑 片断 的 模型 论 而 言 是 一 种 试 
验 性 的 研究 (van Benthem，1983 ) 。 尤 其 是 ， 推 广 它 的 基本 可 定义 性 结果 将 是 很 
有 意义 的 。 例 如 ， 下 面 的 命题 成 立 吗 ? 模 态 公式 是 LFP(FO)- 框 架 可 定义 的 ， 当 
且 仅 当 像 在 后 一 种 不 动 点 语言 中 那样 所 有 语句 对 于 框架 之 间 的 湾 同 构 保 持 不 变 。 
或 者 说 ,我 们 能 否 把 刻画 模 态 可 定义 初等 框架 类 的 蕊 德 布 拉 特 - 托 马 森 定理 推广 
到 LFP(F0)- 可 定义 的 框架 类 ? 作 句 法 版 式 的 模型 论 分 析 要 求 有 对 不 动 点 语言 
保持 定理 。 但 是 ， 正 如 在 1. 3 节 中 关于 单调 性 所 观察 到 的 那样 ， 这 种 肯定 性 结果 
是 稀有 的 ， 因 为 上 述 证 明 中 所 用 的 典型 的 一 阶 例 行 做 法 不 再 合用 。 





1.5 结束语 和 进一步 的 研究 方向 


我 们 已 经 分 析 了 作为 逻辑 装置 的 谓词 极 小 化 ， 用 语义 和 句法 两 方面 的 条 件 确 
定 了 它 适 用 的 情形 。 本 文 主要 的 结果 是 一 种 句法 刻画 ， 刻 画 了 所 有 满足 为 极 小 化 
的 许多 应 用 作 基础 的 、 谓 词 相交 的 语义 性 质 的 一 阶 公式 。 当 后 面 这 一 装置 被 充分 
一 般 地 添加 到 一 阶 逻 辑 中 时 ， 所 产生 的 系统 表述 MIN (FO) 为 我 们 提供 了 类 似 不 
动 点 语言 LFP(FO) 的 一 种 代用 语言 。 此 外 ， 它 也 为 模 态 逻辑 框架 可 定义 性 中 一 
些 旧 论题 给 出 了 新 的 解释 ， 导 致 得 到 框架 条 件 的 一 个 新 谱系 ， 以 及 介 于 一 阶 逻 辑 
和 一 般 高 阶 逻 辑 直 接 的 不 动 点 可 定义 性 的 一 个 自然 层次 。 最 后 ， 这 一 联系 也 指出 
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了 不 动 点 的 一 个 更 深刻 的 用 途 ， 与 诸如 带 一 阶 不 动 点 条 件 的 人 -演算 一 类 的 较 强 的 
模 态 不 动 点 语言 相 匹配 。 


1.6 致谢 


戈 兰 科 、 奥 托 和 萨 拉 斯 给 本 文 提 供 了 有 益 的 意见 , 《符号 逻辑 杂志 》 的 一 位 
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CEUEXEA W. J. 布 洛克 ) 
2.1 引言 : 容易 的 对 应 和 难 的 对 应 


本 文 的 课题 可 回溯 至 20 世纪 70 年 代 ， 那 时 ， 在 阿姆斯特丹 有 一 个 年 轻 的 逻 
辑 研究 小 组 ， 包 括 布 洛克 、 德 澜 、 本 文 作者 以 及 斯 莫 林 斯 基 等 访问 者 ， 他 们 对 模 
态 逻 辑 中 的 问题 感 兴趣 。 其 中 一 个 问题 至 今 依旧 重要 ， 那 就 是 算术 可 证 性 逻辑 中 
的 洛 伯 公 理 
口 ( 口 p 一 P) 一 口 p ( 洛 伯 公 理 ) 
这 个 原则 是 洛 伯 发 现 的 ， 那 时 他 是 我 们 年 长 的 教授 之 一 。 那 时 候 ， 我 正好 开始 
模 态 对 应 理论 方面 的 研究 工作 ， 分 析 模 态 公 理 的 关系 框架 内 容 。 这 个 方法 对 于 
诸如 





口 z 一 口 口 p (K4 公理 ) 
一 类 常用 的 模 态 公理 的 确 很 起 作用 。 

假定 我 们 称 一 个 模 态 公式 p E—ERF = (W, R) 中 的 一 点 s 处 为 真 ， 是 指 
它 在 上 的 所 有 原子 赋值 VY 下 于 s 处 为 真 。 下 述 事实 或 许 是 最 著名 的 对 应 观察 
结果 : 

事实 1 ,ss 户口 p 一 口 Dp， 当 且 仅 当 , FF 的 可 达 关 系 RR 在 点 :处 是 传递 
A, BD 





F, s © Y y( Rey Y z( Ryz—Rxz) ) 。 
证 明 : 如 果 此 关系 是 传递 的 MOOO REFAIRE ear. Bi 
之 ， 令 下， 户口 ?一 口 口 p。 特 别 有 ，K4- 公 理 在 我 们 取 T(p) 为 ly | Rsy| 时 成 


@ Modal Frame Correspondences and Fixed-Points. In: Berman J, Dziobiak W, Pigozzi D, Raftery 
J. eds. Special issue in memory of Willem Johannes Blok. Studia Logica, 2006, 83; 1 ~24 
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立 。 于 是 ， 前 件 口 p 在 s 处 成 立 ， 从 而 后 件 口 吕 p 也 成 立 。 而 且 据 V(p) 的 定义 可 
知 ， 后 者 陈述 的 就 是 传递 性 。 a 

随后 ， 洛 伯 公 理 成 为 一 种 挑战 ， 因 为 它 并 不 适合 于 这 一 简单 的 一 阶 分 析 模 
式 。1973 年 的 某 一 天 ， 我 为 它 的 正确 对 应 找到 了 一 个 语义 论证 : 

事实 2 洛 伯 公 理 在 框架 = (W, R) 中 的 s 处 为 真 ， 当 且 仅 当 

(1) F eM s 开始 向 上 R- 良 基 的 ,， 并且 

(2) F TE s 处 是 传递 的 。 . 

证 明 : 首先 ， 洛 伯 公 理 蕴 涵 传 递 性 。 假 定 有 Rsx 和 Reys 设 V(p) =W- 
ta, yt 则 使 洛 伯 公 理 在 s 处 为 假 。 其 次 ， 假 定 (2) 成立 。 若 (1) 不 成 立 ， 则 
有 递 升 序列 s = soRs Rs ……， 并 且 设 Vip) = W- Í so， Si 8, rf 就 使 洛 伯 公 
HE s 处 不 成 立 。 遇 到 传递 性 不 成 立 的 时 候 ， 根 本 就 没什么 要 证 明 的 。 和 否则 ， 将 
有 一 个 无 穷 上 升 的 六 世界 序列 。 这 序列 的 产生 是 通过 取 * 的 任意 一 个 使 p 为 假 的 
后 继 点 ， 并 依据 该 框架 在 * 处 的 传递 性 重复 引用 口 ( 口 Dp 一 p ) 为 真 的 结果 而 得 。 

E 

这 事实 中 的 传递 性 条 款 (2) 是 意外 的 ， 因 为 模 态 K4- 公 理 在 可 证 性 逻辑 中 
总 是 独立 设 定 的 。 第 二 天 ， 德 澜 提 出 了 一 个 优美 的 纯 模 态 推 导 ， 从 清 伯 公理 推出 
传递 性 公理 。 这 一 推导 主要 围绕 采用 下 面 的 精 选 的 代入 实例 而 进行 : 

DOD(O(DpAp)— (Dp Ap) ) 一 口 ( 口 PAP) 

注 记 1 凭借 代入 获取 结论 。 

在 前 面 推导 条 款 (2) 的 语义 框架 论证 中 有 一 个 匹配 的 代入 ， 对 命题 字母 p 
代入 一 个 一 阶 可 定义 的 谓词 : 

Vip) : = ty | Rsy A V2(Ryz>Rsz) 1。 
对 于 谓词 p 的 这 一 选择 ，( 口 p 一 p) 在 * 处 成 立 ， 从 而 由 了 (p) 的 定义 就 得 出 传 
递 性 。 这 一 凭借 适当 的 以 集合 为 基础 的 代入 的 模 态 演绎 课题 在 (D’Agostin, et 
al.，1997) 中 有 较 系 统 的 研究 。 

后 来 ， 布 洛克 也 参加 了 这 一 游戏 ， 并 且 发 现 了 从 格 热 高 奇 克 公 理 导出 口 p_* 
口 口 p 的 更 加 复杂 的 推导 ;这 公理 是 洛 伯 公 理 在 自 返 框架 上 的 匹配 物 ， 利 用 代数 
方法 而 得 (Blok, et al.，1978) 。 这 个 例子 本 来 计划 放 在 准备 撰写 的 关于 模 态 还 
辑 和 泛 代数 的 合 著 中 ， 这 一 著作 受 特 勒 斯 特 拉 委 托 为 “逻辑 研究 ”而 作 ， 也 是 
我 们 学 位 论文 的 合并 。 尽 管 一 些 章节 的 草稿 仍 在 手边 搁 着 ,但 这 部 书 未 曾 出 现 。 
Ait, 我们 的 友谊 始终 保持 着 ， 从 那些 日 子 一 直到 威 姆 过 世 。 

作为 探索 模 态 框架 对 应 的 某 些 推 广 的 一 块 执 脚 石 ， 本 文 收集 了 关于 洛 伯 公 理 
的 性 能 的 若干 观察 结果 。 我 主要 论述 通常 的 对 应 论证 能 否 比 它们 的 传统 表述 讲 得 
更 多 。 我 认为 它们 能 。 
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2.2 ASME: 从 一 阶 到 不 动 点 


让 我 们 首先 考察 上 述 K4 例子 背后 的 一 般 理由 。 
2.2.1 由 一 阶 代入 而 得 的 框架 对 应 


下 面 是 取 自 (Sahlqvist 1975) 的 一 个 结果 ，van Benthem (1974) 也 独立 地 
发 现 了 这 一 结果 : 

定理 1 对 于 模 态 公式 a 一 8， 有 一 个 算法 来 求 出 它 的 一 阶 框架 对 应 。 这 里 ， 
前 件 a 是 从 带 全 称 性 模 态 词 前 缀 的 原子 经 合 取 、 析 取 和 存在 性 模 态 词 构造 起 来 的 
公式 ， 而 后 件 B 则 是 任意 一 个 语 形 上 的 正 公 式 。 

从 这 种 公理 得 到 一 阶 框架 性 质 的 翻译 算法 其 工作 过 程 如 下 : 

(1) 将 该 模 态 公理 翻译 成 它 的 标准 一 阶 形式 ， 对 于 命题 字母 用 一 元 量词 加 
AUR: YxVP.ST(op)(P,x); 

(2) 抽出 出 现在 前 件 中 的 所 有 存在 性 模 态 词 ， 并 把 它们 变 为 受 限 全 称 量词 
放 在 前 缀 中 

(3) 求 出 命题 字母 的 一 个 一 阶 极 小 赋值 ， 使 前 件 的 余下 部 分 为 真 ; 

(4) 对 出 现在 后 件 本 体 中 的 命题 字母 代入 这 一 
方便 则 ; 

(5) 实施 某 些 以 逻辑 等 值 为 准 的 简化 。 

关于 这 一 “代入 算法 ”的 细节 和 它 的 语义 正确 性 的 证 明 (Blackburn, et al., 
2001) 。 这 里 我 们 仅 提 供 一 个 计算 样本 来 说 明 这 个 方法 。 看 上 面 提 到 的 例子 : 

例 1 对 于 模 态 传递 性 公式 口 p 一 口 Cp， 

(1) 产生 Vx:VP:Vxy (Rxy—Py)— Vz( Raz Yul Reu—Pu) ); 

(2) 是 空 的 ， 而 

(3) 产生 极 小 赋值 Ps: = Rs 一 一 然后 

(4) 代入 产生 初始 形式 Vx:V xy (Rey Rey) > Y z( Rez Y u( Rau Rau) ) ; 

(5) 后 者 则 可 简化 成 传递 性 的 通常 形式 Vx:Vz (Rez V u( DKRau Ra) ) © 
不 为 这 个 代入 方法 所 包容 的 、 具 体 的 模 态 元 则 有 洛 伯 公理 以 及 下 述 公 式 ， 它 
的 前 件 很 典型 地 具有 不 同 于 定理 中 所 述 的 形式 : 

DOp—O0Dp ( 麦 肯 西 公理 ) 
麦 肯 西 公理 不 是 一 阶 可 定义 的 (van Benthem, 1974; 1983). 
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2.2.2 关于 散射 的 一 个 插 叙 


代入 方法 是 相当 强 的。 尤其 是 ， 如 果 所 有 的 模 态 词 像 在 K4- 公 理 的 下 述 变异 
中 那样 完全 独立 ， 那么 上 述 过 程 也 起 作用 : 

事实 3 Op OU. Uap 也 有 一 阶 框架 对 应 ， 按 完全 相同 的 方式 求 出 ， 即 

Y x: Vzs(Rxz— Y ul Rszu—Rixu) )。 

下 面 是 相关 的 一 般 概念 。 

定义 1 一 个 模 态 公式 e 的 散射 版 本 是 通过 用 o 中 各 个 模 态 词 自身 的 可 达 关 
系 的 指标 来 唯一 标记 它 而 得 到 的 公式 。 

萨 奎 斯 特定 理 适 用 于 上 述 种 类 的 任意 一 个 蕴涵 式 的 散射 版 本 。 理 由 就 在 于 它 
的 条 件 给 出 了 关于 个 体 出 现 的 描述 : 它们 不 要 求 配对 同步 出 现 。 这 种 条 件 在 逻辑 
中 是 常见 的 ， 因 而 许多 结果 都 有 较 一 般 的 散射 版 本 。 散 射 因 若干 理由 而 具 意义 。 
它 提出 模 态 结果 的 最 一 般 说 法 一 一 而 且 单 独 一 个 公式 中 的 多 个 模 态 词 的 相互 作用 
适应 当前 组 合 逻辑 的 趋势 。 例 如 ， 在 可 证 性 逻辑 中 ， 不 同 的 方块 号 可 以 表示 不 同 
算术 理论 (不仅 皮 亚 诺 算术 ) 的 可 证 性 谓词 。 尽 管 如 此 ， 散 射 也 不 是 哪里 都 
适用 。 

定理 2 存在 有 一 阶 框架 可 定义 的 模 态 公式 , 它 的 散射 版 本 不 是 一 阶 可 定 
义 的 。 

证 明 : 考虑 由 K4- 传 递 性 公理 和 麦 肯 西 公理 合 取 而 成 的 一 阶 可 定义 模 态 公式 
(van Benthem, 1983); 

(Cp>OOp) A 〈 口 2p 一 作品 p) 。 

甚至 它 的 部 分 散射 版 本 (Op oOo) A (0: S> 0p) 都 不 是 一 阶 可 
EMM. TE, EAR TER, RR, 为 全 关系 就 证 实 左面 的 合 取 支 ， 因 而 
代入 这 一 切 ， 所 得 到 的 全 一 阶 等 值 式 将 成 为 麦 肯 西 公理 的 一 个 一 阶 等 值 式 : 证 明 
完成 。 a 

注 记 2 散射 命题 字母 

我 们 也 能 使 一 个 命题 字母 在 模 态 公式 中 的 每 次 出 现 变 得 唯一 。 这 种 散射 将 使 
任意 一 个 模 态 公理 都 成 为 一 阶 可 定义 的 ! 首先 ， 命 题 散射 的 公式 或 是 向 上 单调 于 
各 个 命题 字母 p， 或 是 向 下 单调 于 p， 视 p 的 单个 出 现 的 正人 负 性 而 定 。van Ben- 
them (1983) 已 证 得 , 向 上 (向 下 ) 单调 于 p 的 模 态 公式 o(p) 是 框架 等 值 于 
e( lL) [e(T) 14. BU, 命题 散射 的 公式 是 框架 等 值 于 闲 公 式 的 ， 而 后 者 全 
都 是 一 阶 可 定义 的 。 
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2.2.3 框架 对 应 和 不 动 点 逻辑 


洛 伯 公 理 不 在 萨 奎 斯 特定 理 的 句法 范围 之 内 ， 因 为 它 的 前 件 有 一 个 模 态 方块 
号 作用 于 一 个 蕴涵 式 上 。 它 的 传递 性 加 良 基 性 的 框架 等 值 式 虽然 不 是 一 阶 的 ， 但 
却 还 是 在 一 种 自然 扩充 [BI LFP(FO) : 带 不 动 点 算 子 的 一 阶 逻辑 ] 中 可 定义 的 。 

事实 4 二 元 关系 民 的 良 基部 分 是 单调 集合 算 子 口 (X) = {y| Vel Ryzoze 
X)! 的 最 小 不 动 点 。 

简单 的 证 明 可 以 在 〈 例 如 ) (Aczel, 1977) 中 找到 。 这 个 良 基 部 分 可 以 在 
LFP (FO) 的 语言 中 写成 为 相应 的 最 小 不 动 点 公式 UP, x Vy(Rey—Py) 。 

我 们 如 何 能 像 一 阶 框架 条 件 那 样 系统 地 找 出 这 一 扩充 的 LFP(F0)- 可 定义 形 
式 的 模 态 框架 等 值 式 呢 ? 下 一 子 节 将 叙述 取 自 van Benthem (2005) 的 某 些 相关 
的 结果 一 一 而 在 (Nonnengart, etal., 1999; Goranko, et al., 2003) 中 也 以 不 同 
的 方法 研究 了 以 不 动 点 为 基础 的 对 应 思想 。 作 为 一 个 出 发 点 ， 洛 伯 公 理 提出 了 
一 个 一 般 原则 ， 因 为 代入 算法 中 的 极 小 赋值 步骤 仍 起 作用 。 考 虑 前 件 口 ( Op 
P) 。 如 果 这 个 模 态 公式 在 一 个 模型 M, x 的 任意 点 处 成 立 ， 那 么 对 于 p 一 定 有 
一 个 最 小 的 谓词 己 使 它 在 W, x 处 为 真一 -因为 下 述 集 论 性 质保 证 有 -一 个 极 小 
证 实 谓词 : 

事实 5 ”如果 对 一 切 ie7 有 ,， 口 ( 口 p; 一 p;) 在 一 世界 x 处 成 立 ， 那 么 对 于 P = 
Mier Pi 而 言 口 ( 口 P 一 P) 在 x* 处 成 立 。 

这 一 事实 是 容易 验证 的 。 下 述 定义 是 这 一 具体 观察 背后 较 善 遍 的 概念 。 

定义 2 称 一 个 一 阶 公 式 OP, 0) 具有 相交 性 质 ， 是 指 在 每 一 个 模型 中 
BE (P,Q) 对 某 个 谓词 族 1P;1 tel} 中 所 有 谓词 都 成 立时 它 也 对 这 些 谓词 
的 交 成 立 ， BIM, Nier PR e(P, Q). 

于 是 ， 洛 伯 前 件 显示 了 一 种 典型 的 句法 版 式 , 保证 相交 性 质 一 定 成 立 。 如 
下 ,我 们 可 以 更 一 般 地 详细 确定 这 一 点 。 

定义 3 称 一 个 公式 为 一 个 PIA- 条 件 ， 即 “ 正 前 件 蕴 涵 原 子 ”"”， 是 指 它 有 下 
述 句 法 形式 : 

Vx(g(P, Q, x)>Px), 这 里 P 在 g(P, Q, x) 中 仅 有 正 出 现 。 

例 2 洛 伯 公 理 

翻译 口 ( 口 pp) 就 产生 一 阶 PIA 公式 Vy( (Rey A Vz( Ryz—Pz))—Py)。 

例 3 HAF 

PIA 版 式 的 一 个 较 简单 的 情形 是 仅 有 一 关系 R 的 转 递 闭 包 来 定义 模 态 可 及 性 
的 全 称 霍 恩 子 句 : PxA VyVz((PyA Ryz) 一 Pz))。 满 足 这 个 子 句 的 极 小 谓词 P 
由 从 % R- 可 达 的 所 有 点 组 成 。 
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很 容易 明白 ， 这 个 特殊 的 句法 版 式 列 涵 前 面 的 语义 性 质 : 

事实 6 PIA- 条 件 蕴 涵 相 交 性 质 。 

作为 背景 ， 下 述 定理 是 模型 论 的 一 个 保持 (性 ) 结果 : 

定理 3 ”对 一 切 一 阶 公式 g(P, 0) 而 言 ， 下 述 两 断言 是 等 价 的 : 

(1) pg(P, Q) 相对 于 谓词 忆 具 有 相交 性 质 ; 

(2) p(P,， Q) 是 用 PIA 公式 的 合 取 可 定义 的 。 
就 我 们 的 目的 而 言 ， 需 要 知道 的 倒 不 如 说 是 用 相交 性 质 的 极 小 谓词 看 上 去 像 什 
A, RE, MENAD APR TER: 

事实 7 PIA- 条 件 的 极 小 谓词 全 都 是 在 语言 LFP(FO) 中 可 定义 。 

例 3 是 一 个 例子 ， 因 为 可 及 关系 的 转 递 闭 包 很 典型 地 在 LFP(FO ) 中 是 可 定 
义 的 。 下面 是 另 一 个 例子 : 

例 4 计算 洛 伯 公 理 的 极 小 赋值 

对 口 ( 口 ?一 p) 做 更 严密 的 分 析 ， 在 一 世界 x 处 满足 洛 伯 公 理 前 件 的 极 小 谓词 
描述 下 面 的 世界 集 : 

ly | Vz(Ryz->Rxz) 有 没有 任何 一 个 玉 后 继 点 序列 以 y 为 始点 | 

那么 ， 如 果 我 们 把 这 个 二 阶 描述 代 人 洛 伯 后 件 口 p， 则 自动 获得 通常 的 〈 前 面 提 
到 的 ) 合 取 框架 条 件 。 

现在 ， 把 这 些 条 件 插入 上 述 代 入 算法 中 ,这样 就 产生 原先 的 萨 奎 斯 特定 理 相 
对 于 较 广 框架 对 应 类 的 一 个 推广 : 

定理 4 BAMA PIA- 前 件 、 语 形 上 的 正 命题 后 件 的 模 态 公理 全 都 有 在 
LFP(FO) 中 可 定义 的 对 应 框架 条 件 。 


2.2.4 更 多 的 例 解 和 局 限 


这 一 推广 的 对 应 方法 所 包容 的 结果 远 不 止 到 此 为 止 提 到 的 两 个 例子 。 下 面 是 
PIA- 条 件 的 更 多 的 几 个 例子 ， 洛 伯 公 理 的 变 式 。 

例 5 两 个 简单 的 洛 伯 变 式 

(1) 关于 公式 口 ( Op 一 p) 一口 p， 与 前 件 中 的 p 相关 的 最 小 不 动 点 是 由 AP， 
y. Rey A 3z(Ryz 人 Pz) 定义 的 ， 这 里 以 x 为 当前 世界 。 这 等 值 于 恒 假 命题 1 ， 而 
AL, ARO(Opop) Op 的 确 是 框架 等 值 于 口上 的 ,正如 直接 验证 的 那样 。 

(2) 熟知 的 洛 伯 公 理 的 框架 不 完全 “ 享 金 变 式 ” 写 作 : OCC pep) Lp 
这 可 以 等 值 地 改写 为 〈 口 (Dp 一 p) A 口 (p 一 口 p) 一 口 p)。 这 里 ， 前 件 是 由 PIA- 
式 组 成 的 一 个 合 了 到， 并 且 如 上 那样 解 开 这 些 PIA- 式 就 产生 极 小 不 动 点 公式 AP y 
(Rey A Yz (Ryz 一 Pz)) V dz (Rxz A Pz A Rzy) )。 

这 里 ， 散 射 也 可 以 帮助 获得 更 大 的 普遍 性 : 
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事实 8 在 任意 框架 下 = (W, R, R, R) 上 模 态 公式 口 ,( 口 2p 一 P) 一 口 3p 
等 值 于 下 述 两 个 关系 条 件 的 合 取 : 

(1) Ry; (R,)* CR, [这 里 (R,)“ 指 R, 的 自 返 传递 闭 包 ]; 

(2) 下 述 意 义 上 的 向 上 和 良 基 性 : 没有 一 个 世界 * 可 以 导出 一 个 无 穷 的 上 升 世 
界 序列 XR3yiRR2yYz 民 273 

TERA: 首先 ， 散射 的 洛 伯 公理 蕴涵 广义 的 传递 性 (1)， 跟 我 们 已 经 能 够 看 
到 的 它 蕴涵 传递 性 完全 一 样 。 其 次 ,假定 (1) 成 立 ， 很 容易 看 出 ， 不 能 满足 散 
射 的 洛 伯 公 理 将 产生 一 个 为 (2) PRG AA LARA, 逆 之 ， 任 意 一 个 
使 p 仅 在 这 样 一 个 无 穷 y- 序 列 上 为 假 的 赋值 将 使 散射 的 洛 伯 公 理 在 世界 x 处 为 
假 。 E 

注 记 3 事实 8 的 提出 来 自我 与 斯 泰 斯 福 德 〈Chris Steinsvold， 纽 约 城市 大 
学 ) 的 一 个 电子 邮件 讨论 。 他 还 分 析 了 部 分 的 散射 公理 口 ; ( 口 2p 一 P) 一口 ,pP。 一 
般 的 对 应 也 由 费 丁 独立 发 现 。 

但 是 ,我们 也 能 按 同 样 的 方式 考察 相当 不 同 的 模 态 原则 。 

事实 9 模 态 公理 〈( Op 人口 (p 一 口 p) ) 一 有 一 个 PIA- 前 件 ,其 极 小 赋值 产 
生 这 样 的 LFP(F0)- 框 架 条 件 : 每 当 Rey 成 立时 ,x 可 以 从 Y 通过 相继 R- 步 的 某 
个 有 穷 序列 达到 。 

这 里 ， 所 要 求 的 代入 的 复杂 性 仍 可 能 有 相当 大 的 变化 ， 依 赖 于 通常 由 下 而 上 
的 序数 逼近 过 程 得 到 前 件 的 最 小 不 动 点 的 复杂 性 。 例 如 ， 要 得 到 一 个 关系 的 良 基 
部 分 可 以 取 任 意 一 个 等 于 该 模型 的 序数 来 做 。 不 过 对 于 仅 有 原子 前 件 的 霍 恩 子 
句 ， 这 一 逼近 过 程 在 任 一 模型 中 都 统一 地 稳定 在 w 阶段 ， 并 且 定 义 也 较为 简单 。 

尽管 如 此 ， 目 前 这 种 风格 的 分 析 也 还 有 一 些 局 限 性 。 并 非 每 一 个 模 态 公理 都 
能 使 用 不 动 点 方法 ! 

事实 10 ”表达 戴 德 金 连续 性 的 时 态 逻 辑 公 理 不 可 由 LFP( FO) 中 的 框架 条 件 
定义 。 

证 明 : 戴 德 金 连续 性 在 实数 序 CR, <) 中 成 立 ， 但 在 有 理 数 序 (Q, <) 
中 不 成 立 。 但 这 两 个 关系 结构 使 同样 的 LFP(FO) 语句 有 效 ， 因 为 在 它 俩 之 间 存 
在 个 潜 同 构 ， 而 LFP(F0) 语 句 对 此 不 变 。 加 

回 到 模 态 语言 中 来 ， 洛 伯 前 件 口 ( 口 pp) 和 麦 肯 西 前 件 口 Op 常常 被 看 做 在 
同一 复杂 性 层次 上 ， 它 们 都 超出 萨 奎 斯 特 形式 。 但 是 ， 在 当前 的 可 极 小 化 谓词 的 
一 般 化 分 析 中 ， 后 者 似乎 比 前 者 复杂 得 多 ! 的 确 ， 戈 兰 科 和 本 作者 正好 发 现 了 下 
述 断 言 的 一 个 证 明 : 

事实 11 AO Op oO Dp 没有 任何 LFP(FO) 可 定义 的 框架 对 应 。 

其 证 明 用 到 两 个 观察 结果 。 首 先 ，van Benthem (1974) 表明 麦 肯 西 公理 如 
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何在 某 个 不 可 数 框 架 上 成 立 ， 而 在 它 的 任意 一 个 可 数 初等 子 框架 上 不 成 立 。 但 是 
弗 卢 姆 在 抽象 模型 论 中 所 做 的 一 个 论证 表明 ，LFP( F0) 满 足 强 的 勒 文海 姆 - 斯 柯 
伦 定理 。 ‘ 


2.3 BAAS AI 


模 态 逻辑 的 一 个 显著 趋势 是 加 强 模 态 语言 消除 仅 以 口 、 人 为 基础 而 造成 的 表 
达 上 的 不 足 。 这 反映 了 对 逻辑 设计 的 一 种 要 求 ， 要 求 它 具 有 最 佳 的 表达 力 ， 不 再 
为 先辈 们 传 留 下 来 的 较 弱 的 语言 的 特性 所 累 。 然 而 , “重建 一 种 平衡 ”还 是 很 有 
意义 的 。 上 述 自然 模 态 公理 的 框架 对 应 语言 涉及 LFP(FO) ， 即 一 阶 逻 辑 附 加 不 
动 点 算 子 而 成 的 语言 。 因 此 ， 让 我 们 同样 扩充 模 态 语言 自身 ， 两 边 都 利用 不 动 点 
来 工作 。 


2.3.1 模 态 py- 演算 


有 一 个 扩充 的 语言 非常 适合 于 2. 2 节 。 它 就 是 模 态 几 -演算 一 一 LFP(FO) WA 
然 模 态 片段 ， 是 动态 命题 逻辑 的 一 个 自然 扩充 。Harel 等 (2000) 对 它 的 句法 、 
语义 和 公理 系统 有 一 快速 的 概览 。 这 一 有 力 的 形式 系统 可 以 表述 按 下 述 版 式 来 定 
义 的 最 小 不 动 点 : 
| up. o(p), ER p 在 gp 中 只 有 正 出 现 。 
这 就 把 一 般 句 法 递归 附加 到 基本 模 态 语言 中 ， 而 无 须 在 可 及 序 上 作 任 何 假定 。 
定义 4 (AAAI) ”在 任意 一 个 模型 M 中 ， 命 题字 母 p 在 其 中 仅 有 正 出 
现 的 公式 p(p) 将 定义 一 个 包含 -单调 的 集合 转换 
F(X) = {seX | (M, p: =X), sg} 
据 塔 尔 斯 基 - 克 纳 斯 特 尔 定理 可 知 ， 运 算 F, 一 定 有 一 个 最 小 不 动 点 。 这 个 不 动 
点 可 以 通过 序数 逼近 阶段 由 下 而 上 得 到 : 
g’, e, g”, gt," oe, p, tees 
这 里 , pg =O, pt! = F), FAG = Unapo 
最 小 不 动 点 公式 up. p(p) 表示 第 一 个 使 pg* = o! “BB” WBE. 
例 6 传递 闭 包 和 动态 逻辑 
-演算 可 以 从 动态 逻辑 定义 出 一 个 典型 的 、 像 “ 某 个 gp- 世 界 可 在 有 穷 多 个 
R.- 步 又 内 达到 ”那样 的 传递 闭 包 模 态 词 ， 甚 至 还 可 有 两 种 说 法 : 
(a*)p=pp. (pV lap) ( 自 返 传 递 闭 包 ) 
(a* )p=pp. ((a)pV(a)p) (传递 闭 包 ) 
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G17 良 基 性 重 述 
事实 4 的 模 态 含义 是 这 样 的 。 最 小 不 动 点 公式 up. Op 在 任意 一 个 模 态 模型 
中 定义 就 口 而 言 的 可 达 关 系 的 良 基部 分 。 
人 -演算 也 包含 最 大 不 动 点 wp. p(p) ， 定 义 为 
7 up. mp( 7mp) 
最 后 ,我们 知道 pA FEM, FAC MARE PIR TERRA 
辑 K 上 增加 的 简单 证 明 规则 而 能 行 公 理化 的 : 
up- p(p)<p(up. o(p)) (不 动 点 公理 ) 
4 Fela)—>a, M] F up. p(p) a ( 闭 包 规则 ) 


2.3.2 利用 模 态 逻辑 中 的 不 动 点 工作 


这 个 扩展 的 形式 系统 作为 一 种 模 态 语言 其 操作 性 是 不 错 的 ， 只 是 这 一 特征 迄 
今 还 未 得 到 普遍 赏识 。 我 们 要 用 几 个 例子 来 说 明 这 个 方向 。 

为 方便 起 见 ， 我 们 把 上 述 (a) 写成 它 的 对 偶 , 即 动态 逻辑 型 的 一 个 模 态 
词 口 "“p， 它 所 说 的 是 p 在 就 单个 口 而 言 的 可 达 关 系 R 的 传递 闭 包 中 可 达 的 所 有 
世界 处 为 真 。 这 样 所 产生 的 语言 是 对 前 面 对 应 论证 的 形式 化 ， 并 且 它 也 提出 了 模 
态 公理 的 新 变 式 。 

事实 12 口 ”( 口 p 一 p) 一 口 ? 恰好 定义 RR 的 向 上 的 良 基 性 。 

这 结论 可 从 前 面 关于 散射 的 洛 伯 公理 的 对 应 事实 8 得 出 。 因 此 ， 传 递 性 需要 
另 加 一 个 明显 的 K4- 公 理 ， 把 洛 伯 可 证 性 逻辑 的 两 个 方向 明显 地 分 隔 开 来 。 在 后 
文中 ,我 们 还 要 回 过 来 讨论 这 种 陈述 事情 的 方式 。 

其 次 ， 下面 的 例子 是 一 个 完全 被 改写 成 形式 模 态 演绎 形式 的 对 应 论证 。 

例 8 重 访 散射 的 洛 伯 公 理 

事实 8 中 的 散射 洛 伯 公 理 蕴 涵 着 框架 条 件 R; (R) CR,， 这 条 件 对 应 于 模 
态 公 理 

口 ,pz 一 口 ]; 0: "p 
在 动态 语言 中 ， 上 面 的 公式 可 从 一 个 散射 洛 伯 公 理 导 出 : 
(1) 0,(0,0,"*p-O,*p)-0;02*p O*P 替代 的 散射 洛 伯 公 理 ; 





(2) O: pep A00, * p) 关于 ”的 不 动 点 公理 ; 
(3) p>(0:0:* p>] “p) (2) 的 结论 ; 
(4) Op>0: (0:0; *p>0,* p) (3) 的 结论 ; 
(5) Op—>0; 0; *p 来 自 (1) A (4) 


这 一 模 态 形式 化 的 另 一 例证 是 最 初 的 事实 2 本 身 。 它 说 的 是 ， 洛 伯 公 理 等 值 于 
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K4 公理 加 上 就 向 上 的 良 基 性 而 言 的 -演算 公理 up. Dp。 但 这 也 可 以 由 纯 模 态 演 
绎 来 证 明 。 
定理 5 洛 伯 逻辑 等 价 于 由 下 述 两 个 原则 所 作 的 公理 化 : 
(1) 口 p 一 口 口 p; (2) pp. Op 
证 明 : 首先 ， 从 洛 伯 逻辑 到 (1) 是 前 面 已 提 及 的 一 个 纯 模 态 演绎 。 其 次 ， 
(2) 的 导出 如 下 。 据 jx- 演 算 的 不 动 点 公理 ,我 们 有 口 uwp. 口 p 一 wp. 口 p。 所 以 只 需 
得 到 口 up. DDp。 洛 伯 公 理 蕴 涵 着 : 
D(C Op. 口 p 一 xp. 口 p) 一 口 pp. Op 
并 且 此 公式 的 前 件 是 可 推导 的 ， 由 人 -演算 不 动 点 公理 之 道 经 模 态 必然 概括 而 得 。 
其 次 ,假定 (1) 和 (2) 。 我 们 将 证 明 在 K4 中 有 ， 
up. Cp>(O( O99) >) 
据 前 面 关 于 最 小 不 动 点 的 导出 规则 可 知 ， 对 任意 公式 a 如 果 能 证 明 口 一 a 则 也 
能 证 明 up. 吕 p 一 a。 但 利用 K4 中 的 一 个 简单 推导 ， 我 们 可 以 证 得 
口 ( 口 ( 口 一 9) 一 口 4 一 ( 口 ( 口 4 一 g) 一 口 9) 。 E 
洛 伯 逻辑 的 这 一 新 公理 化 仅 在 一 个 人 -演算 基础 上 起 作用 。 关 于 这 两 个 逻辑 之 
间 的 联系 的 更 多 讨论 ， 参 见 本 文 后 面 的 2.4 节 。 现 在 ， 继 续 进 行 我 们 的 实用 观 
察 ， 洛 伯 公 理 的 上 述 版 本 还 蕴涵 着 向 上 的 良 基 性 ， 从 而 在 这 个 良 基 序 上 有 一 种 归 
纳 证 明 形 式 。 因 此 ， 在 洛 伯 公理 和 动态 命题 逻辑 的 归纳 公理 
(DpA 口 ” (9 一 口 p) ) 一 口 9) (IND) 
之 间 也 必定 有 一 种 直接 的 联系 。 
B13 ” 洛 伯 公理 加 不 动 点 公理 口 *g( 品 p 人 口 口 y) (FIX) 可 以 导出 动 
态 命题 逻辑 的 归纳 公理 。 
证 明 : 这 可 以 利用 上 述 洛 伯 公 理 的 分 析 来 证 ， 因 为 归纳 公理 表达 了 口 " 的 最 
大 不 动 点 特征 。 一 个 明显 的 模 态 推导 可 见 (van Benthem, et al., 2006) 的 扩充 
版 中 ， 它 指出 早先 发 表 的 有 穷 树 逻辑 有 一 个 多 余 的 公理 集 ， 包 括 完整 的 PDL 和 
洛 伯 公理 。 E 
不 过 我 们 也 可 把 可 证 性 逻辑 和 不 动 点 逻辑 直接 的 联系 重新 表述 如 下 : 
定理 6 MAZET WHA 人 -演算 。 
WEAR: 做 这 一 工作 的 转换 如 下 : 
(1) 公式 wp 中 的 每 一 个 口 都 换 成 它 的 传递 闭 包 版 本 口 ” ; 
(2) 对 所 产生 的 公式 (pg)" ， 取 蕴涵 式 up. Ople)" o 
直接 验证 就 得 ， 未 经 转换 的 模 态 公式 o EA LEBER LAM, MAM 
4, up. 口 p 一 (p) “在 所 有 模型 上 有 效 。 E 
因此 ， 从 六 演算 的 可 判定 性 可 以 得 出 洛 伯 逻 辑 的 可 判定 性 。 维 施 尔 指 出 ， 还 
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可 以 使 这 个 转换 更 具 组 合 性 : 
Ole) =O" (up. Op-(¢")) 

其 他 特征 或 许 也 会 有 应 用 ， 例 如 ， 人 -演算 的 强 内 搬 性 (D Agostino, et al., 
2000) 。 于 是 ， 后 一 系统 的 表达 力 强 于 可 证 性 逻辑 常用 的 模 态 语言 的 表达 力 。 但 
是 ， 这 一 扩充 也 给 后 一 领域 提出 有 意思 的 新 问题 一 一 例如 : 

问题 1 可 证 性 逻辑 常用 的 算术 解释 能 推广 到 带 一 个 完整 的 -演算 的 可 证 性 
逻辑 吗 ? 

这 就 要 求 有 一 个 能 顾及 任意 一 个 良 基 关系 R 和 它们 的 传递 闭 包 之 间 的 差异 的 
算术 转换 。 不 过 ， 根 据 Visser (2005) 的 见解 ， 这 问题 没有 多 少 意义 ( 见 2.4 


节 )。 
2.3.3 在 扩充 的 模 态 语言 中 的 框架 对 应 


人 -演算 只 是 基本 模 态 语言 的 一 系列 带 递 归 机 制 扩充 中 的 其 中 一 个 。 

到 -演算 的 片段 ”一 个 有 用 的 、 较 弱 的 语言 是 从 原子 可 达 关 系 a,，8，… 和 验 
证 ? 9 (这 里 wp 是 任意 公式 ) 并 利用 二 元 关系 上 的 复合 ; HUMMER "等 运算 构 
造 起 来 的 动态 命题 逻辑 (PDL) ， 对 于 各 个 程序 表达 式 7 它 拥有 一 个 模 态 词 
(ar), PDL 可 以 处 理 前 述 例 子 中 的 大 多 数 ， 以 事实 12 为 证 。 该 事实 说 的 是 ， 洛 
伯 公 理 的 一 个 PDL- 变 式 定义 pp. 口 p。 它 的 表达 能 力 的 更 多 的 例子 将 在 2.3.4 市 
中 给 出 。 例 6 已 经 表明 PDL 是 如 何 包 含 在 -演算 中 的 。 此 外 ，Harel 等 (2008) 
证 明了 它 是 严格 较 弱 的 。 

事实 14 KAAR pp. Op (RHR op. Op) 不 是 PDL- 可 定义 的 。 

证 明 : 这 公式 定义 由 所 有 能 开始 某 个 无 穷尽- 序列 的 世界 所 组 成 的 集合 ， 但 据 
一 个 简单 的 语义 论证 可 知 ， 这 个 集 不 是 在 PDL 的 语言 中 可 定义 的 。 | 

从 上 而 下 看 ， 前 面 的 观察 表明 ， jy- 演算 有 自然 的 片断 来 限制 它 的 递归 能 力 。 
这 些 片 断 之 一 已 经 出 现在 事实 9 中 : 

定义 5(w-p- 演 算 ) wowA- 演 算 只 允许 一 种 存在 版 式 下 的 不 动 点 算 子 ， 其 中 通 
近 序 列 总 是 稳定 于 w- 阶 段 : 

G) up. p(p) ,了 依据 下 述 句 法 构造 起 来 ; 

(ii) PI 无 p 的 公式 | VIAL 特 称 模 态 词 。 

van Benthem (1999) 证 明了 一 个 保持 定理 ， 表明 这 个 版 式 对 于 到 近 映 射 
“有 穷 分 配 性 ”所 要 求 的 性 质 是 充分 的 。 显 然 ，PDL 被 包含 于 opi. (AEM 
存在 有 一 个 阶层 : 

事实 15 wy 公式 pp. ( [1] LA [211) V ¢ 《1)pA《2)p) 不 是 在 PDL 中 
可 定义 的 。 
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证 明 (概要 ) : 这 个 公式 说 的 是 ， 存 在 一 个 有 穷 的 二 元 树 形 子 模型 ， 它 从 当 
前 世界 开始 ， 并 且 在 各 个 非 终点 处 既 有 Ri- 后继 又 有 R,- 后 继 。PDL 公式 只 描述 沿 
着 属于 某 个 基于 验证 和 转换 之 上 的 正则 语言 的 有 穷 轨迹 而 产生 的 可 及 性 。 这 个 树 
性 质 跟 那 个 不 一 样 。 | 

可 是 ，PDL 是 对 一 种 更 加 特殊 的 递归 的 联 立 的 最 小 不 动 点 封闭 的 , 由 存在 公 
式 《zr)?P 的 析 取 组 成 ,这 里 命题 递归 变 项 p 只 出 现在 最 后 的 位 置 上 。 这 里 我 们 不 
作 详 述 (van Benthem, etal., 2005), 

命题 量词 

但 是 还 存在 有 更 多 相关 的 扩充 模 态 语言 ， 尤 其 是 -演算 跟 那 拥有 命题 字母 上 
的 二 阶 量词 的 、 更 加 强 的 模 态 系统 SOML 有 关 。 关 于 SOML 的 最 近 的 模型 论 研究 
请 参看 (ten Cate，2005 ) 。 事 实 12 和 定理 5 引出 下 述 事实 。 

事实 16 jy- 演 算 在 附加 有 一 个 PDL 型 迭代 模 态 词 口 * 的 SOML 中 是 可 定义 
的 ， 这 里 的 口 "涉及 从 当前 世界 可 达 的 所 有 世界 。 

证 明 : 一 个 最 小 不 动 点 公式 pp. pg (p) 表 示 的 是 定义 4 中 映射 FOO) 的 所 有 
“前 不 动 点 ”的 交 ， 这 里 R(X) CX。 但 是 后 一 集合 也 是 由 SOML-AS Vp: O* 
《ep(p) 一 p) 一 用 一 个 一 元 谓词 量化 来 定义 的 。 E 

PDL- 附 加 在 这 里 是 必要 的 ， 因 为 SOML- 公 式 本 身 具 有 穷 模 态 深 度 ， 它 们 对 此 
是 不 敏感 的 ， 正 如 基本 模 态 公式 那样 。 有 意思 的 是 ， 这 里 最 后 那个 公式 完全 像 
(Hollenberg, 1998) 中 那个 用 于 证 明 PDL 附加 “ 双 模 拟 量词 ”将 拥有 等 价 于 u- 
演算 的 表达 力 的 公式 。 

我 们 用 一 个 具体 的 例子 来 得 到 结论 ， 新 的 系统 表述 确实 扩充 了 原来 的 系统 
表述 。 

事实 17 良 基 性 在 基本 模 态 逻辑 中 是 不 可 定义 的 。 

证 明 : 假定 模 态 公式 p 定义 良 基 性 。 那 么 它 在 框架 (N, S) 中 的 点 0 处 为 
假 ， 这 里 $ 是 直接 后 继 关系 。 但 是 另 一 方面 ， 由 基本 模 态 公式 的 有 穷 深度 性 质 可 
知 ，g 将 也 会 在 茶 个 有 穷 框 架 ( 10,…, n}, S) 中 的 点 0 处 为 假 ， 这 个 框架 是 良 
基 的 。 一 个 类 似 的 不 可 定义 性 论证 将 对 上 述 公 式 poo p 起 作用 ， 注 意 : 带 一 个 
部 分 映射 RR 并 使 它 成 立 的 框架 正好 就 是 由 所 有 不 相交 有 穷 圈 组 成 的 集合 。 | 

同样 也 可 以 证 明 良 基 性 在 SOML 中 也 是 不 可 定义 的 ， 因 为 逻辑 SOML 仍然 具 
AAA REEE, 


2.3.4 在 各 种 不 动 点 语言 中 的 框架 对 应 


跟 基 本 理论 相 比较 ， 带 模 态 不 动 点 的 语言 支持 新 的 有 趣 的 框架 对 应 。 其 中 某 
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些 对 应 出 现在 动态 命题 逻辑 中 ， 另 一 些 则 关键 性 地 涉及 -演算 ， 最后， 我 们 还 可 
考察 SOML, 

例 9 循环 回归 简化 

公式 p 一 人 p 说 的 是 ， 每 一 个 点 x 为 某 个 有 穷 R- 圈 的 一 部 分 。 

例 10 项 改写 

公式 Dp 一 口 O *p 表达 弱 汇 合 性 : 从 一 个 共同 起 点 分 出 来 的 点 将 在 该 关 
系 的 传递 闭 包 中 有 共同 的 后 继 。 项 改写 的 基本 定律 因而 相当 于 这 一 类 模 态 可 定义 
图 性 质 之 间 的 蕴涵。 

这 些 结果 都 被 包容 于 定理 1 的 下 述 推广 。 它 绝 非 是 最 好 的 可 能 结果 ， 但 它 确 
已 表明 如 何 对 最 初 的 极 小 代入 算法 进行 推广 。 

定理 7 存在 一 个 算法 能 为 所 有 模 态 蕴涵 式 a 一 6 在 LFP(FO) 中 找 出 框架 对 应 ， 
这 里 后 件 B 整体 上 是 正 公 式 ， 而 前 件 a 则 是 根据 下 述 条 款 构造 出 来 的 公式 : 

(1) 命题 字母 ， 可 以 带 有 全 称 模 态 词 x 前 级， 但 所 有 命题 字母 在 这 个 PDL- 
程序 m 中 都 只 是 正 出 现 ; 以 及 

(2) A ，V 和 关于 无 PDL 验证 词 o 的 存在 模 态 词 (Co). 

WEAR: GERERE) 像 在 2.2 节 中 那样 ， 主 要 的 算法 是 为 《go》〉 找 出 全 称 前 缀 。 
其 次 ,动态 逻辑 算 子 r 表达 PIA- 条 件 ， 可 以 用 作 LFP(FO) 内 极 小 化 的 基础 。 E 

可 是 ， 这 个 说 法 似乎 仍 不 完全 是 最 佳 的 ， 因 为 真正 的 不 动 点 版 本 也 许 对 相关 
的 句法 描述 会 有 很 大 的 不 同 。 迄 今 已 有 的 、 模 态 不 动 点 语言 对 应 方面 的 最 好 结 
果 ， 请 参看 (Goranko, et al., 2003), 

例 11 再 描述 模 态 词 

从 人 -演算 的 角度 看 ， 全 称 模 态 词 [a] p 就 是 一 个 最 大 不 动 点 vg. p A ag。 
因此 ，P 的 极 小 化 于 此 将 计算 模样 复杂 的 迭代 不 动 点 公式 up- vg. pago TÈ, 
我 们 可 以 看 到 ， 这 等 价 于 由 从 当前 世界 a* -可 及 的 世界 所 组 成 的 集合 一 一 这 个 集 
合 也 可 以 用 LEFP(FO ) 中 一 个 人 型 不 动 点 来 描述 。 

另 一 方面 ， 回 到 较 弱 的 对 应 语言 ， 我 们 也 许 还 会 丢掉 定理 7 中 的 全 称 模 态 
词 ， 只 在 wy- 演 算 或 PDL 中 工作 。 

问题 2” 萨 奎 斯 特定 理 在 动态 命题 逻辑 中 的 最 可 能 的 表述 是 什么 ? 在 模 态 u- 
演算 中 又 如 何 ? | 

Nonnengart (1999) 也 提供 了 很 一 般 的 对 应 方法 DLS, BT ela Te 
辑 中 的 阿 克 曼 引 理 。 最 后 ，Gabbay 等 (1992) 的 SCAN 算法 也 涵盖 一 阶 和 高 阶 
的 情形 。 

除 对 应 问题 外 ， 还 有 模 态 可 定义 性 的 问题 。 上 面 例子 中 的 许多 公式 都 满足 基 
本 模 态 公式 常用 的 语义 性 质 : 它们 在 生成 子 框架 、 不 相交 并 、p- 态 射 像 下 保持 并 
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对 超 滤 扩充 反 向 保持 。 前 三 个 保持 因 它 们 双 模 拟 不 变 而 对 所 有 -演算 公式 成 立 。 
至 于 对 超 滤 扩充 的 反方 向 保持 ， 很 容易 看 出 基本 模 态 语言 常用 的 证 明 行 不 通 ， 因 
为 需要 某 种 无 穷 析 取 裂 分 。 但 是 我 们 并 不 能 为 这 样 的 性 质 找 出 反例 。 跟 基本 模 态 
公式 不 同 的 典型 差异 实际 上 也 许 就 在 于 前 者 在 有 穷 求 值 方面 的 限制 ， 甚 至 完全 不 
同 于 涉及 今 * 的 PDL- 公 式 。 

这 些 观察 提出 了 各 种 各 样 的 新 间 题 。 作 为 一 个 例 解 ， 我 们 陈述 一 个 基本 的 模 
型 论 问题 : 

问题 3 关于 带 不 动 点 的 模 态 迪 辑 是 否 有 一 个 哥 德 布 拉 特 - 托 马 森 定理 ， 来 
断定 模 态 可 定义 LEP (FO) 框架 类 正好 就 是 那些 满足 所 述 四 个 性 质保 持 的 框架 
类 呢 ? 

注 记 4 扩充 的 语言 和 表达 完全 性 

有 时 ， 时 态 逻 辑 的 语言 扩充 对 于 紧凑 地 表达 早先 的 对 应 也 很 有 意义 。 考 虑 事 
SEO 中 的 模 态 公理 ( Op 人口 ,(p 一 口 p)) 一 p, 它 表达 了 循环 回归 的 一 个 变 式 。 
这 个 框架 对 应 也 可 以 在 动态 命题 逻辑 中 用 一 个 过 去 时 态 算 子 来 表达 : 

p-+a( ((PASTp)?;a)*)(a)p 

(Venma, 1991) 中 表明 ， 带 逆 模 态 词 的 、“ 能 变通 的 ”形式 表述 对 于 在 模 态 语言 内 定 
义 2.2 节 中 的 代入 这 一 目的 而 言 是 很 自然 的 。 这 里 的 一 般 要 点 是 ， 带 有 为 特殊 世界 命 
名 的 名 称 和 回顾 时 态 算 子 的 语言 将 定义 极 小 谓词 代 和 人 ， 使 模 态 语言 对 于 它 自己 的 萨 奎 
斯 特定 理 而 言 在 表达 上 完全 。 也 请 参看 (ten Cate, 2005) 中 关于 混合 语言 的 框架 类 
可 定义 性 结果 。 





2.4 RP RECESS “Maal 


人 -演算 或 许 是 最 自然 的 模 态 不 动 点 逻辑 。 但 是 还 存在 有 其 他 的 〈 而 且 更 老 
的 ) 模 态 不 动 点 逻辑 ! 本 节 讨 论 模 态 不 动 点 逻辑 中 两 大 传统 之 间 的 联系 。 自 始 至 
终 ， 我 们 将 都 要 在 洛 伯 可 证 性 逻辑 的 背景 下 进行 讨论 ， 除 非 男 有 特别 说 明 。 


2.4.1 WX- 桑 宾 不 动 点 定理 


可 证 性 逻辑 的 一 个 著名 结果 就 是 为 哥 德 尔 定理 证 明 作 基础 的 算术 不 动 点 引 理 
的 下 述 模 态 表述 : 

定理 8 任意 一 个 模 态 公式 ol, 4) ， 命 题字 母 在 其 中 仅 出 现 于 至 少 一 个 
模 态 词 的 辖 域内 ， 而 4 则 是 某 个 由 其 他 命题 字母 形成 的 序列 。 那 么 在 洛 伯 逻 辑 中 
可 证 得 ， 存 在 一 个 公式 水 (9) 满 足 峭 (9)** p(y(g) ,9)， 而 且 这 一 相对 于 9 的 不 
动 点 方程 的 任 两 个 解 都 是 可 证 等 值 的 。 
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关于 证 明 请 参看 (Smorynski，1984)。 这 篇 综述 论文 也 给 出 了 一 个 简单 的 算 
法 来 明显 地 计算 不 动 点 峭 (9) 。 典 型 的 结果 是 下 述 不 动 点 : 
例 12 解 可 证 性 逻辑 中 的 不 动 点 方程 。 


下 面 有 几 个 典型 的 情形 : 

方程 pe*Dp 解 pal 
po Dp PP = 了 一 上 口上 
po (Op—>q) p = Dag 


当 模 态 方程 的 主体 中 有 p 的 多 重出 现时 将 引出 较 复杂 的 递归 。 明 显 的 解 则 是 通过 
适当 地 和 迭代 单个 步骤 情形 而 得 。 

定理 8 有 两 个 方向 : 所 定义 的 新 谓词 的 存在 性 和 唯一 性 ， 和 避 那 个 谓词 在 
模 态 基本 语言 中 的 显 式 可 定义 性 。 这 里 ,谓词 p 的 存在 性 和 唯 一 性 正好 是 良 基 序 
上 所 有 递归 定义 的 一 个 一 般 性 质 。 但 是 我 们 也 得 到 了 具体 信息 ; 这 个 递归 谓词 可 
以 在 最 初 的 模 态 语言 中 找到 定义 ,无须 借助 明显 的 ww- 算 子 或 。 BF, 我 们 现在 对 
此 与 人 -演算 进行 比较 。 


2.4.2 可 证 性 不 动 点 和 jw- 演 算 


我 们 可 以 明确 地 把 2. 3 节 的 一 般 有 逼近 过 程 跟 刚才 说 的 特定 目的 算法 进行 比 
较 。 作 为 一 个 出 发 点 ， 显 然 , p 在 p 中 仅 有 带 正 的 方块 号 出 现 的 定义 jp. p (P) 同 
时 属于 这 里 提 到 的 两 种 方法 。 

例 13 MATE poLp 的 不 动 点 

里 ， 集 合算 子 ,的 允 近 序列 并 不 能 产生 不 动 点 ， 它 总 是 在 游 移 不 定 。 
例如 ， 在 模型 (N, <) P, RISO, N, Ø, N, o 

实际 上 ， 一 般 不 动 点 逻辑 中 的 情景 更 为 复杂 。 含 有 正 、 负 混合 出 现 的 公式 有 
时 毕竟 还 是 可 以 允许 的 。 

例 14 正 、 负 混合 出 现 的 公式 p>(pV Cp). 

在 这 一 情形 下 ,逼近 序列 将 是 单调 非 降 的， 原因 在 于 起 首 的 那个 析 取 支 po 
所 以 ， 在 任意 一 个 模型 中 ， 必 定 有 一 个 最 小 的 不 动 点 。 与 我 们 的 公式 po (pV 7 
口 p) 一 起 ， 这 个 序列 稳定 于 阶段 2, 产生 人 T 。 还 存在 一 个 最 大 的 不 动 点 ， 也 就 
是 由 工 定义 的 整个 集合 。 

这 一 情形 超出 定理 8， 因 为 p 在 pV 一 Dp 中 的 第 一 个 出 现 不 带 方块 号 。 的 确 ， 
在 这 一 扩充 的 版 式 下 并 不 存在 唯一 的 可 定义 性 ， 因 为 最 小 不 动 点 和 最 大 不 动 点 在 这 
里 是 不 同 的 。 在 不 动 点 逻辑 中 ， 这 个 例子 为 单调 情形 的 一 个 推广 提供 了 动机 CEbb- 
inghaus, et al, 1995), 

定义 6 任意 一 个 对 p 的 出 现 无 句法 限制 的 公式 pg(p, 9) 的 膨胀 不 动 点 都 是 
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用 上 述 序数 逼近 序列 来 计算 的 ， 不 过 现在 是 在 后 继 步 又 处 实施 上 方 累 积 ; 
p% =oUo(o") ， 然 后 再 在 极限 序数 处 取 并 。 

不 存在 任何 保证 ， 保 证 这 序列 稳定 时 的 集 已 一 定 是 模 态 公 式 g(p, 9) 的 不 
动 点 ， 倒 不 如 说 它 是 修正 公式 PV ep(P, 9) WABI. Rit, BIRR AA, 
我 们 也 可 以 采用 其 他 限制 约定 ， 例 如 古 普 塔 和 赫兹 伯 格 型 的 限定 上 确 界 和 限定 下 
确 界 (Visser, 1984), 


2.4.3 两 种 不 动 点 的 组 合 


比较 也 可 以 意味 着 组 合 。 把 一 般 单 调 不 动 点 附加 到 可 证 性 逻辑 能 否 扩大 德 
澜 - 桑 宾 结构 的 作用 范围 ?回答 是 否定 的 。 

事实 18 任意 一 个 p- 正 公式 Jp. elp), HP p(p) 可 能 含有 p 的 不 带 方块 号 
的 出 现 ， 都 等 值 于 一 个 使 p 的 所 有 出 现 都 带 方 块 号 的 公式 。 

证 明 : 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 取 该 公式 为 形 如 jp. (p NA) VB 的 公式 ,这 里 p 
在 4，B 中 只 有 带 方块 号 的 出 现 。 

So fio = ((pPA4)VB) 的 逼近 序列 ， 并 令 BY 是 由 公式 B 单独 实施 的 这 样 
一 个 序列 。 那 么 我 们 有 下 述 拥 塌 : 

引 理 1 XWF% a A p“ = B"。 

证 明 : 用 归纳 法 证 明 。 零 和 极限 序数 时 ， 结 论 显然 成 立 。 其 次 ， 我 们 注意 到 

ge = (p° MACE) VBC) 
= (B° \A(B*) V B(B*) 
这 里 ， 据 Fs 单调 这 一 事实 可 知 B*CB(B*), Mili BNA) CB(B*) = B(B*) = 
Bl. 

因此 ， 同 一 个 不 动 点 是 由 方块 公式 yp. B 来 计算 的 。 E 

上 面 的 事实 直接 由 此 引 理 得 出 。 E 

维 施 尔 注 意 到 ， 关 于 不 动 点 的 存在 性 我 们 的 论证 还 建立 了 一 个 更 清楚 的 
结果 : 
任意 一 个 使 p 在 其 中 的 每 一 个 出 现 或 是 正 的 ， 或 是 带 方块 号 的 公式 p(p) 一 
定 有 极 小 不 动 点 。 

下 一 个 问题 是 ， 我 们 能 使 德 澜 - 桑 宾 递 归 适 应 于 一 般 不 动 点 逻辑 吗 ? 回想 一 
下 ， 良 基 关 系 有 一 个 归纳 特征 : 它们 的 定义 域 是 由 pp. Op 定义 的 最 小 不 动 点 。 
在 这 样 的 序 上 ， 整 个 论 域 最 终 是 通过 模 态 公式 po Op 的 单调 递增 序数 阶段 来 计 
算 的 : 





D’, D', =, D*, 
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现在 ， 对 定理 8 中 不 动 点 公式 elp, 9) ， 我 们 不 能 做 类 似 的 累积 阶段 的 计算 ， 因 
Ag 也 许 会 同时 含有 命题 字母 p 的 正 出 现 和 人 负 出 现 。 但 是 我 们 可 以 定义 (上 面 定 
义 的 ) 膨胀 不 动 点 的 相关 的 单调 序列 。 正 如 我 们 提 到 的 ， 这 个 膨胀 过 程 本 质 上 不 
一 定 导致 gp(p, 9) 的 不 动 点 。 但 是 这 一 次 ,在 六 -层级 中 存在 单调 增长 ， 因 为 p 
在 它 的 阶段 内 趋 于 稳定 。 

事实 19 g“ ND =e ND“ 

因此 ， 当 限制 于 良 基 论 域 的 逼近 阶段 时 ， 解 德 澜 - 桑 宾 方程 的 一 般 不 动 点 过 程 
将 单调 地 运行 。 这 一 断定 的 结果 对 于 上 述 模 态 例子 ，Dp，-- Op 和 口 p 一 dg 都 成 立 。 
这 里 我 们 不 给 出 证 明 ， 因 为 我 们 想 要 以 一 种 稍微 不 同 的 方式 来 重新 描述 这 一 情景 。 

定理 9 德 澜 - 桑 宾 不 动 点 可 以 用 下 述 联 立 膨 胀 归 纳 定 义 来 给 出 : 

74y>[ 7， 

PtDrAep(p,，9)。 

证 明 : 我 们 联 立 计算 p, r 的 逼近 阶段 : 

(reti, pt") = (DOr, Dr ANg(p*)) 后 继 序 数 时 ， 
C°, P) = (Uaa, Uger P”) MER, m 

这 里 p 的 合 取 支 口 r〈 而 不 是 “r”) 保证 p 的 下 一 阶段 是 参照 着 > 的 新 值 来 计算 
得 到 。 现 在 只 需 证 明 逼 近 阶 段 之 间 的 下 述 关系 成 立即 可 下 面 有 些 记号 混用 。 

引 理 2 如 果 B <a, 那么 有 人 二 = 玉 。 注 意 ， 这 个 引 理 草 涵 单调 性 : 若 B < a， 
WW p?—p*, 

证 明 : 这 里 ， 主 归纳 最 好 是 在 a 上 进行 ， 以 8 上 的 妇 纳 为 辅 。 0 和 极限 序数 
的 情形 都 是 显然 的 。 对 于 后 继 序数 步骤 ， 我 们 需要 两 个 辅助 事实 。 尽 管 我 们 只 用 
到 传递 关系 ， 但 还 是 就 任意 关系 来 陈述 这 两 个 事实 。 第 一 个 事实 是 模 态 公式 对 生 
成 子 模型 不 变 ， 而 第 二 个 事实 则 是 r 的 逼近 过 程 的 一 个 直接 结论 : 

(1) M, P, x 上 o(p), HEI M, PN R[x], x= o(p); 

(2) 令 R*x 是 由 所 有 从 x 经 某 个 有 穷 而 非 零 多 个 R-RE KATERE o 
xer, M Rxz Upea fo 
现在 我 们 来 计算 一 一 同样 以 有 益 的 记号 混用 来 书写 ; 

x = p** 1, Bt! 

AIM, «EE rt Ngo) A Pt] 

HHRH, x= glp) AP! 








HENK, xH p(p* AP) AP! [ 据 (1) 和 (2)] 
当 且 仅 当 , xE glp) Art ( 据 归纳 假设 ) 
HHRH, x pet! a 
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2.4.4 为 什么 是 显 式 可 定义 的 ? 


我 们 的 -演算 并 没有 解释 可 证 性 不 动 点 为 什么 在 基本 模 态 语言 中 显 式 可 定义 
的 。 的 确 ， 一 般 理 由 似乎 还 未 为 人 所 知 。 我 们 知道 的 是 ， 这 一 显 式 可 定义 性 现象 
并 非 模 态 语言 所 特有 的 : 

定理 10 使 p 的 所 有 出 现 都 在 某 个 算 子 辖 域 中 的 不 动 点 方程 的 显 式 可 定义 
性 ， 对 于 所 有 带 有 作用 与 满足 下 述 条 件 的 世界 集 上 的 广义 量词 Op 的 命题 语言 
都 成 立 : 

(1) = 上 面 的 (1): Q(P) 在 x 处 为 真 ， 当 且 仅 当 ，Q(PNRx) 在 x 处 为 真 ; 
(局 部 性 ) 

(2) Qp 一 口 Qp it FE HE ) 

这 包括 诸如 下 一 类 的 量词 : 模 态 逻辑 中 的 “在 某 个 后 继 处 ”、 真 正 一 阶 逻 辑 中 的 
“在 至 多 五 个 后 继 处 ”或 者 二 阶 逻 辑 中 的 “在 每 个 后 继 的 大 多 数 后 继 处 ”。 (van 
Benthem, 1987) 中 有 定理 10 的 一 个 证 明 ， 是 在 1985 年 前 后 跟 德 澜 合 作 时 给 
出 的 。 

但 是 显 式 可 定义 性 的 一 般 理论 基础 我 们 仍 摸 不 透 。 除 了 恰当 的 基础 量词 Q 之 
外 还 有 一 个 因素 是 可 及 关系 的 传递 性 。 例 如 ， 哥 德尔 方程 pe 口 p 在 带 直接 后 继 
的 有 穷 树 上 没有 任何 显 式 模 态 解 。 但 是 ， 就 一 般 的 不 动 点 逻辑 来 说 ， 定 理 6 在 可 
证 性 逻辑 中 的 成 功 仍 可 能 有 较 深 的 模型 论 理由 。 下 面 是 一 个 可 作 参 考 的 观察 结 
果 。 如 果 一 阶 公式 eP) 蕴涵 P 的 一 个 显 式 定 义 ， 则 它 的 最 小 不 动 点 和 最 大 不 动 
点 重合 。 而 且 它 的 逆 也 成 立 ， 直 接 诉 诸 贝 特定 理 就 可 得 到 (Smorynski, 1984), 
据 巴 威 斯 - 莫 斯 克 瓦 基 斯 定理 可 知 〈 这 一 结果 归功 于 马丁 ， 奥 托 ) ， 对 于 唯一 的 
一 阶 不 动 点 而 言 这 样 的 现实 一 阶 定义 甚至 在 每 一 个 计算 它们 的 模型 中 都 可 由 某 个 
固定 的 有 穷 逼 近 阶 段 统一 地 产生 。 

注 记 5 解 不 动 点 方程 的 修 另 一 种 模 态 形式 系统 

维 施 尔 和 达 戈 斯 带 诺 建议 用 来 自 (Hollenberg，1998) WAS, RRE u-i 
算 的 一 致 内 插 和 跟 所 谓 的 双 模 拟 量 词 相 联系 的 语言 ， 来 分 析 可 证 性 逻辑 中 的 显 式 
可 定义 性 。 

2.4.5 已 出 版 的 附加 材料 : 再 论 可 证 性 逻辑 和 jy- 演算 

在 回应 本 文 早期 说 法 《 它 的 ILLC 预 印 本 早 在 2005 年 就 已 开始 流传 ) 中 ， 论 
XC (Visser, 2005) 取得 了 许多 实质 性 的 进展 。 维 施 尔 把 2.4.1 ~2.4.3 市 中 的 各 
种 各 样 观察 结果 基本 上 沪 集成 了 下 面 的 这 个 大 结果 : 

定理 11 yx- 演算 可 以 在 洛 伯 逻 辑 中 得 到 解释 。 
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精致 的 证 明 包 含 对 解释 类 型 的 使 用 。 也 已 表明 ，y- 演 算 中 来 自 可 证 性 逻辑 的 
上 述 解释 ， 和 维 施 尔 定理 的 逆 撤 销 了 各 种 模型 论 性 质 的 保持 。 即 使 如 此 ， 似 乎 也 
并 不 存在 一 个 从 人 -演算 到 洛 伯 逻 辑 内 的 忠实 财 人 。 或 者 说 ， 即 使 ， 也 一 定 是 有 
点 不 标准 的 ， 其 中 可 满足 性 的 复杂 性 在 两 种 情形 下 是 不 同 的 : 对 于 后 者 而 言 是 
Pspace 完全 的 ， 而 对 于 前 者 则 是 指数 时 间 完 全 的 。 


2.5 高 阶 方向 


前 面 章节 中 的 许多 课题 暗示 着 进一步 向 二 阶 逻 辑 的 推广 ， 这 是 被 解释 为 一 元 
L -语句 的 模 态 公式 框架 真 值 的 自然 所 在 。 例 如 ， 基 本 模 态 逻辑 的 萨 硅 斯 特定 理 
也 对 任 一 高 阶 逻 辑 中 带 正 前 件 的 公式 行 得 通 〈van Benthem，1999 ) 。 尤 其 是 ， 对 
于 在 2. 4 节 讨 论 产 生 的 模 态 不 动 点 背后 的 、 适 当 的 二 阶 逻辑 片段 也 许 会 有 贝 特 定 
理 。van Benthem (1983) Fi ten Cate (2005) 把 模 态 逻辑 作为 一 种 寻求 举措 得 当 
的 二 阶 逻 辑 片段 的 方法 来 研究 。 这 似乎 是 另 一 条 有 意义 的 路 可 走 。 


2.6 结 R iG 


本 文 已 表明 〈 因 洛 伯 公 理 而 突现 出 来 ) 可 证 性 逻辑 的 种 种 方面 如 何在 模 态 
逻辑 和 经 典 逻 辑 中 提出 一 个 更 加 宽广 的 背景 ， 以 不 动 点 语言 为 一 条 绵延 不 绝 的 线 
索 。 在 我 们 学 生 时 期 后 的 30 年 来 ， 我 们 模 态 方块 号 的 内 涵 即 使 在 很 熟悉 的 背景 
下 迄今 也 还 未 被 彻底 弄 清 ! 
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3.1 引 守 


19 世纪 的 几何 学 家 雅 可 比 有 一 句 著名 的 话 : 我 们 总 应 当 尝试 颠倒 每 一 个 几 
何 定理 。 但 是 ， 这 一 忠告 的 适用 范围 更 为 广泛 ! 选取 任意 一 个 关系 框架 类 ， 我 们 
可 以 研究 它 的 有 效 的 模 态 公理 。 但 是 现 在 翻 过 来 看 ， 事 先 固定 某 个 模 态 公理 ， 然 
后 通过 “ 模 态 对 应 ”分 析 能 找到 保证 该 公理 在 其 中 成 立 的 框架 类 。 这 种 风格 的 
分 析 看 上 去 仿佛 受 束缚 于 一 种 特殊 的 语义 ， 比 方 说 关系 框架 一 一 但 事实 并 非 如 
此 。 对 应 分 析 也 在 邻 域 模型 上 起 作用 ， 例 如 ， 它 告诉 我 们 哪些 模 态 公理 正好 使 这 
些 关 系 框架 境 塌 成 二 元 关系 框架 。 本 文 将 要 表明 ， 上 面 这 种 同样 风格 的 逆向 思维 
如 何 也 适用 于 关于 信息 改变 的 现代 动态 逻辑 。 关 于 信息 更 新 ! 4 后 的 知识 的 基本 
公理 告诉 我 们 ， 为 了 把 一 个 给 定 的 模型 M 更 新 成 一 个 接纳 4 的 新 模型 我 们 必须 
使 用 哪 种 运算 。 同 样 ， 本 文 还 要 表明 ， 关 于 修正 行为 "4 后 仍 成 立 的 《条 件 ) 信 
念 模 态 公理 实际 上 是 一 个 特殊 的 运算 在 改变 行为 主体 在 可 能 世界 论 域 上 所 拥有 的 
相对 合理 性 序 。 最 后 ， 回 到 逻辑 的 传统 的 核心 地 带 ， 本 文 要 表明 我 们 如 何 能 把 标 
准 的 谓词 逻辑 公理 看 成 是 关于 那 种 位 于 一 阶 语 义 核 心 的 抽象 “进程 模型 ”的 限 
制 条 件 ， 对 此 有 适当 的 理解 。 在 所 有 这 些 情形 下 ， 为 了 使 逆向 结果 起 效 并 曾 明 一 
个 给 定 的 主题 ， 我 们 必须 返回 去 重新 考虑 标准 的 模型 方法 。 但 我 认为 ， 那 也 正 是 
夏 希 德 fi (Shahid Rahman) 做 的 事情 。 








@ Manmuss Immer Umkehren! In; Dégremont C, Keiff L, Rückert H, eds. Dialogues, Logics and other 
Strange Things. Essays in honour of Shahid Rahman, College Publications, London, 2008. 
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3.2 标准 模 态 框架 对 应 


模 态 逻辑 语义 的 最 有 吸引 力 的 一 个 特征 是 模 态 公理 和 世界 间 可 及 关系 中 的 对 
应 模式 之 间 的 匹配 。 这 可 以 通过 给 出 一 个 模型 类 ( 比方 说 时 序 的 或 认 知 的 模型 
类 ) ， 然 后 再 公理 化 它 的 模 态 有 效 公 式 集 来 看 出 。 除 了 对 所 有 情形 都 成 立 的 极 小 
逻辑 ， 增 加 公理 可 以 反映 较 特 殊 的 结构 。 关 于 模 态 完 全 性 理论 和 本 文 其 余部 分 的 
一 般 背 景 ， 读 者 可 以 参考 《 模 态 逻辑 手册 》 (Blackburn, van Benthem & Wolter, 
eds. ) ， 此 手册 已 于 2006 4 Hh BH RETREAT HR TSE OR BLA H REL (Elsevier Sci- 
ence Publishers, Amsterdam) 出 版 。 

作为 完全 性 理论 的 一 个 对 位 理论 ， 模 态 对 应 理论 的 要 点 就 在 于 ， 我 们 也 能 倒 
转 这 一 思考 路 线 (van Benthem，1983 ) 。 我 们 取 某 个 其 有 效 性 有 待 得 到 保证 的 、 
有 趣 的 模 态 公理 ， 接 着 找 出 必须 假定 的 可 及 性 关系 模式 。 为 了 理解 这 一 点 ， 考 虑 
我 们 熟悉 的 模 态 K4- 公 理 口 p 一 口 吕 p。 假 定 我 们 称 一 个 模 态 公式 在 一 语义 框架 
F= (W, R) 中 的 一 点 s 处 为 真 ， 是 指 它 在 上 的 所 有 原子 赋值 VY 下 都 在 s 处 为 
真 。 下 述 事实 或 许 是 所 有 对 应 之 母 : 

事实 1 下 ,户口 ?一口 口 D， 当 且 仅 当 , FWA RHR RE s 处 是 传递 
的 ， 即 ， 








F, s FV y( Rxy— Vz( RyzRxz) ) 。 

WEAR: 如 果 此 关系 是 传递 的 ， 则 口 p 一 口 Dip 显然 在 每 一 个 赋值 下 都 成 立 。 
道 之 ， 令 下 ,户口 p 一 口 口 pp。 特别 有 ， 当 我 们 取 Vp) A iyl Rsy} 时 K4- 公 理 
将 成 立 。 但 是 另 一 方面 ， 前 件 口 p 在 * 处 成 立 ， 因 而 后 件 也 在 s 处 成 立 。 而 据 
V(p) 的 定义 可 知 ， 后 面 这 个 结论 陈述 的 就 是 传递 性 。 E 

这 个 例子 背后 的 理论 涉及 萨 奈 斯 特定 理 (van Benthem, 1983; Sahlqvist, 
1975) : 对 T，S4 和 S5 的 公理 进行 概括 ， 对 所 有 具有 恰当 句法 形式 的 公理 都 可 以 
作 系 统 的 一 阶 翻 译 。 作 为 一 个 有 益 的 副 效应 ， 角 度 的 倒转 也 使 我 们 对 熟悉 的 模 态 
公理 作 不 同 的 考察 ， 并 且 看 到 以 前 从 未 注意 的 模式 ! 一 个 著名 的 非 - 萨 奎 斯 特 原 
理 是 洛 伯 公 理 口 ( 口 p 一 p) 一 口 p, 它 表达 算术 可 证 性 逻辑 的 一 个 基本 原则 。 它 表达 
的 是 可 及 性 模式 的 一 个 有 意思 的 高 阶 特征 : 

事实 2 党 伯 公理 在 一 框架 = (W, R) 中 的 :处 为 真 ， 当 且 仅 当 

(1) 在 s 处 是 向 上 R- SEN, IFA 

(2) F Æ s 处 是 传递 的 。 

其 中 ， 如 果 关 系 尽 在 * 处 没有 向 上 的 序列 sRw,Rw,Rw,---, B, Ks 处 出 发 没有 无 
穷 或 环 序列 ， 则 称 关系 尺 是 向 上 和 良 基 的 。 如 今 ， 对 应 理论 仍 生 机 勃 勃 不 断 发 展 
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着 。(van Benthem. 2005, 2006A) 表明 洛 伯 公 理 如 何 导 致 对 LFP( FO) 中 可 定义 
可 及 关系 的 结构 性 质 的 一 个 系统 分 析 ， 这 里 LFP(FO) 是 指 带 不 动 点 算 子 的 一 阶 
逻辑 。 因 此 ， 我 们 也 能 用 新 方法 来 分 析 熟 知 的 像 模 态 -演算 那样 的 模 态 不 动 点 语 
言 。 但 是 其 他 的 模 态 公理 定义 的 可 及 性 模式 仍 超出 这 一 层次 ， 以 麦 肯 西 公理 
Oop 一 Dp 为 首要 例子 。 


3.3 ” 模 态 分 配 和 邻 域 模 型 


有 些 人 认为 对 应 分 析 仅仅 局 限于 一 种 特殊 的 、 要 求 模 态 模型 一 定 要 像 什么 样 
( 即 有 向 图 ) 的 观点 。 但 是 事实 上 它 将 在 任 一 种 结构 上 起 作用 ， 即 使 看 上 去 像 是 
“高 阶 的 ”结构 也 是 如 此 。 例 如 ，Rodenburg (1986) 表明 ， 我 们 可 以 在 贝 特 模型 
上 对 直觉 主义 公理 进行 对 应 分 析 ， 取 点 和 分 枝 为 初始 对 象 。 下 面 是 一 个 较 接近 于 
模 态 逻辑 本 身 的 例子 (van Benthem, 1992; 1996B: 第 11 章 )。 邻 域 模型 通过 采 
用 使 点 跟 点 集 相连 的 可 及 关系 RxY 推广 了 有 向 图 。 在 逻辑 程序 、 空 间 的 拓扑 语义 
及 模 态 逻辑 ， 或 者 关于 玩家 在 博弈 中 获取 结果 的 能 力 的 模 态 逻辑 中 ， 这 些 结构 都 
在 “演绎 支持 ”方案 中 有 具体 的 动机 。 于 是 我 们 可 以 推广 常用 的 真 值 条 件 来 解 
释 主 要 的 模 态 词 : 

M, s&p, HENK, FETAR Y 
满足 RY 并 对 所 有 yeY, 有 M, s Hopo 

在 所 产生 的 极 小 逻辑 中 模 态 词 不 是 对 于 合 取 就 是 对 于 析 取 不 再 具有 分 配 性 ， 尽 管 
向 上 的 单调 性 仍然 成 立 (这 里 的 技术 原因 在 于 ， 上 面 的 真 值 条 件 中 量词 Y 3 的 组 
合 抑制 了 分 配 律 ) 。 而 且 ， 它 的 SAT 复杂 性 从 模 态 K 的 Pspace 完全 的 下 降 到 NP- 
完全 的 ， 即 “从 更 坏 到 坏 ”。 但 是 ， 这 个 到 一 般 语 义 的 转换 意味 着 ， 以 往 极 小 有 
效 的 原则 现在 获得 了 实质 的 内 容 。 尤 其 是 ， 我 们 有 下 面 的 简单 事实 。 

事实 3 分 配 公理 O (pVg) 一 (OpVOq) 在 一 框架 上 有 效 ， 当 且 仅 当 ， 
该 框架 由 一 个 满足 RxY 的 二 元 关系 Rxy 生成 ， 当 且 仅 当 , ty 1 Rey) CY, 

van Benthem (1992) 较 详 细 地 研究 了 邻 域 框架 上 的 对 应 ， 并 且 为 主要 的 模 
态 原 则 (例如 上 述 的 K4- 公 理 ) 的 对 应 理论 内 容 找 到 了 适当 的 推广 。 看 K4- 公 理 
的 特 称 模 态 词 表 述 : 

事实 4 CCOp 一 Op 对 应 于 一 个 切割 规则 (“ 广 义 传递 性 ”) : 
VxVYY|Z,| ye Yj: (RYA (对 一 切 ye YRyZ,)) Rx U \Z,lye Yio 
正如 在 有 向 图 上 那样 ， 这 样 的 对 应 可 以 由 一 个 代入 算法 来 自动 地 算出 (Blackburn 
et al., 2000) ， 这 一 次 ， 在 二 阶 逻辑 的 一 个 弱 的 子 语言 中 得 到 关系 条 件 。 
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3.4 几何 : 双 种 类 模 态 逻辑 


“在 方块 号 外 ” (out of the box) 进行 对 应 思考 的 另 一 个 源头 是 在 几何 中 。 
(van Benthem. 1996A, 1999) 为 关于 空间 的 多 种 类 观点 做 了 一 个 辩解 ， 他 认为 点 
和 直线 ， 或 者 点 和 箭头 ， 处 于 同等 地 位 。 匹配 的 模 态 语言 现在 将 是 双 种 类 的 ， 用 
一 种 公式 来 指点 ， 另 一 种 公式 指 线 或 箭头 。 当然 ， 关 系 可 以 有 多 种 类 型 ， 不 仅仅 
是 原来 仅 就 世界 而 言 的 可 及 性 观念 。 最 后 得 到 的 模 态 几 何在 模 态 公理 和 空间 模式 
之 间 有 着 动人 心弦 的 具体 对 应 。 下 面 我 们 给 出 两 个 例子 。 

GRAS ABR, 一 种 将 点 及 点 之 间 的 转变 描述 成 一 阶 语义 公民 的 双 种 类 
语言 。 我 们 这 里 集中 讨论 后 者 。 基 本 箭头 模型 具有 形式 M = (4, C, R,T, V), 
以 4 为 “箭头 ” 集 并 带 有 三 个 谓词 ，Cax， ye (xiy, 的 复合 ) Rx, y (y 是 x 
的 逆 ) Ix (x 是 恒 等 箭头 ) 。 此 模 态 语言 的 解释 用 到 下 述 两 个 关键 条 款 ; 

M, =p- y, SHENH, FE y, z 使 得 Cx, yz， 并 且 M, y ©, M, 
z =y; 

M, x=", HARM, TH y (HE Re, y, XEM, yFe@. 

下 面 是 取 自 塔 尔 斯 基 关 系 代数 的 、 关于 道 和 复合 的 两 个 著名 原则 ， 可 以 重 述 为 箭 
头 逻 辑 的 模 态 公理 : 
事实 5 
(9 — yp" + OORT V xyz: Cx, yzCr(x), r(z)r(y) 
P(e sh) + = p XET Y xyz: Cx, yok, rly) x 

给 定 这 些 关 系 性 质 ， 我 们 可 以 把 复合 运算 看 做 是 一 个 由 
任意 箭头 取 逆 得 到 的 三 角形 ， 如 图 1: 
基本 箭头 逻辑 是 可 判定 的 。 但 是 结合 性 的 存在 原则 使 这 些 逻 
辑 成 为 不 可 判定 的 ， 祸 起 于 此 ， 正 如 关系 集合 代数 一 样 ， 

、 事实 6 结合 公理 (oy) xe: (by) MMF 

图 1 箭头 复合 Y xyzuv: ( (Cx, yz&Cy, w) > Jw: (Cx, uw —>Cw, vz) ) 

这 说 的 是 ， 结 构 必 须 丰 富 到 足以 允许 “重新 组 合 ”。 

不 管 复杂 与 否 ， 从 一 个 几何 的 观点 来 说 上 面 的 公理 同样 有 吸引 力 。 我 们 的 第 
二 个 例子 来 自 空间 模 态 逻辑 (Aielo & Benthem，2003 ) 。 下 面 的 事实 是 我 们 的 对 
应 分 析 移 到 几何 模 态 逻辑 上 时 结合 公理 所 说 的 内 容 ， 在 这 一 类 逻辑 中 那个 三 元 关 
系 现 在 当然 代表 介 于 (betweenness) 这 一 仿 射 关 系 Bu, yz: x 在 线段 yz 上 。 我 
们 利用 下 述 模 态 词 : 


* 222+ 


3 事情 总 要 翻 过 来 看 ! 





M,sECop, MEHA, Jt, u: Bs, tu &M, :Fp& M, uy, 
事实 7 BA C( Cpp )x 一 Cp(Cyx) 对 应 于 帕 施 公理 
Vxyauv: (( Bu, yx & Bu, uz)— Js: (Bv, xs—Bs, yz) ) 


x(g) 


yy) s zx) 
图 2 帕 施 三 角形 公理 


因此 ， 依 赖 于 语义 环境 ， 对 应 分 析 可 以 揭示 众所周知 的 模 态 原则 的 完全 不 同 
的 内 容 ， 以 令 人 意外 的 方式 把 它们 跟 来 自 其 他 方面 的 数学 结构 连接 起 来 。 现 在 让 
我 们 转 到 其 他 地 方 。 


3.5 知识 和 信息 更 新 


模 态 逻辑 的 另 一 个 范例 是 关于 知识 及 其 他 跟 信息 相关 的 态度 的 分 析 。 这 里 ， 
模型 代表 描述 一 个 或 多 个 主体 的 当前 状态 的 信息 模式 。 像 往常 一 样 ， 模 态 语言 
A: plrgleVwel Kep 或 许 再 加 上 共 知 Cecp ， 而 模型 M= (W, | ~,| ieG}, 
V) 则 有 世界 集 歼 、 可 及 关系 ~, 和 一 个 赋值 Y。 标 准 的 认 知 真 值 条 件 读 成 : M, s 
EK. 当 且 仅 当 对 一 切 满足 s~ 六 的 上 有 邓 ,Fop。 常 用 的 模 态 框架 对 应 对 知识 模 
态 词 和 共同 知识 模 态 词 都 适用 ， 后 者 被 处 理 为 3.2 节 意 义 上 的 一 个 不 动 点 。 至 此 
一 切 都 好 。 

但 是 现在 考虑 一 种 现代 倾向 ， 关 于 改变 当前 认 知 模型 的 信息 活动 的 分 析 
(van Benthem，2006B) 。 例 如 ， 一 个 公开 宣告 ! P 如 下 起 效 : 接受 信息 已 消除 使 
P 为 假 的 世界 。 见 图 3 : 


AP 


图 3 消去 式 修正 步骤 
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为 了 描述 这 一 切 ， 我 们 需要 一 个 动态 认 知 逻辑 以 及 一 个 重要 的 算 子 ， 
M,sE [! P], MEI, 若 M,sFP， 则 MI P, see, 
这 个 逻辑 可 以 完全 公理 化 。 特 别 是 ， 有 一 个 复合 的 定律 解释 在 公开 宣告 某 个 “ 硬 
事实 ”PP 后 主体 何 时 获得 知识 : 
事实 8 下 述 模 态 公理 对 于 公开 宣告 是 有 效 的 : 
[1 PKepe (P>K,(P>[! Pe). 
理解 得 当 ， 这 公理 表达 有 关 认 知 主体 的 足 道 的 假设 。 特 别 是 ， 知 识 和 观察 到 的 事 
件 可 以 交换 意味 着 主体 具有 完美 记忆 的 能 力 。 在 下 述 论 证 中 的 确 预 设 了 这 一 点 : 

证 明 : 比较 两 个 模型 (M, s) A (MIP, s) 信息 更 新 前 后 的 情形 ， 画 个 图 
较 有 帮助 。 公 式 [! P]Kip 说 的 是 , EMI PP, 所 有 从 s~;- 可 及 的 世界 都 满足 
gp。MM 中 与 之 相配 的 世界 就 是 那些 满足 P 而 又 从 s~,- 可 及 的 世界 。 此 外 ， 公 式 的 
真 值 可 以 在 一 个 更 新 步 又 中 发 生变 化 ， 比 方 说 从 无 知 变 成 有 知 。 因 而 对 M 中 这 
些 世界 的 正确 描述 并 非 是 它们 满足 p (这 是 它们 在 M1 P 中 做 的 )， 而 更 确切 地 
说 是 它们 满足 [Plle: 它们 在 更 新 后 成 为 op。 最 后 ， 讲 一 个 小 的 细节 。!P 是 一 
个 部 分 运算 ， 因 为 P 必须 要 对 它 的 符合 实际 的 公开 宜 告 为 真 。 因 此 , 4! Pal 
实施 时 〈 即 已 真 时 ) 才 在 右 方 作 我 们 的 断言 。 合 起 来 则 是 ，[ P!] Ke 所 说 等 价 
于 P 一 KRC(P 一 [Po) 一 一 这 也 可 以 简化 成 上 述 形式 PKP! le. E 

画图 在 这 里 的 用 处 并 非 只 是 一 种 方便 。 这 些 图 也 反映 了 有 关 某 种 可 被 称 为 知 
识 和 更 新 的 几何 的 东西 的 直觉 。 

不 过 现在 ,要 再 次 提出 雅 可 比 的 忠告 。 我 们 已 经 看 到 ， 把 关于 硬 事实 的 公开 
宣告 处 理 成 世界 消除 将 使 上 述 公理 有 效 。 反 过 来 的 情形 又 将 如 何 。 假 定 这 公理 看 
上 去 对 于 信息 更 新 是 独立 地 合理 的 ， 那 么 什么 样 的 模型 运算 会 使 它 有 效 呢 ? 答案 
又 是 一 个 对 应 论证 (van Benthem, 2007) 。 我 们 考虑 抽象 的 模型 改变 运算 图 p， 它 
把 包含 世界 集 p 在 内 的 认 知 模型 变 成 新 的 模型 M 单 p 一 一 同时 对 域 中 可 取 的 世界 
设 定 某 个 适当 的 条 件 。 下 面 的 一 个 简单 证 明 将 表明 这 一 点 : 

事实 9 消去 式 更 新 是 仅 有 的 能 满足 等 值 式 [p] Kg*(P 一 K(p 一 [ypj9) 
的 模型 改变 的 运算 。 

证 明 : 假定 世界 s 在 p 中 : BUMP EM, s 中 不 会 被 定义 。 首 先 ， 从 左 至 
E, 该 公式 蕴涵 下 述 陈 述 。 取 gq 为 由 所 有 那些 从 当前 世界 s 在 集合 p AM Raitt 
界 所 组 成 的 世界 集 。 另 外 假定 世界 * 是 在 p 中 的 。 那 么 等 值 式 右 侧 说 的 是 ， 所 有 
(在 运算 gp 后 从 s 可 及 的 ) ERDE q 中 ， 即 它们 以 前 就 是 在 p 中 的 ， HEEN 
都 是 p 的 成 员 。 因 此 ， 关 系 改变 仅 留 下 已 经 存在 的 从 pit A p- 世 界 的 链接 。 相 
反 的 方向 上 有 类 似 的 论证 ， 我 们 的 确 可 以 看 到 ， 所 有 这 样 的 链接 在 运算 单 p 后 都 
保持 进 了 新 模型 : 没有 产生 新 的 链接 。 综 上 所 述 ， 这 正好 就 是 以 前 所 描述 的 那个 
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认 知 更 新 的 链接 切割 (link-cutting〉 说法。 a 

这 个 论证 还 可 以 得 到 强化 ， 我 们 可 以 明确 地 定义 相关 的 认 知 框架 的 论 域 和 转 
换 关系 ， 设 定单 个 的 世界 如 何 跨 框架 被 联系 起 来 。 在 这 样 一 种 背景 下 ， 有 三 个 公 
理 就 可 以 刻画 就 公开 宣告 而 言 的 更 新 消除 。 

KE, SER (CPT op 保证 在 一 个 给 定 的 模型 M 内 ， 幸 存 于 Map 中 的 
ERA 所 指 集 合 中 的 那些 世界 。 其 次 ,对 于 特 称 模 态 词 Eg C “q 在 某 个 世界 
中 成 立 ”) 而 言 有 一 个 归 约 公理 《1p) Egeop 人 EK 1p)q， 它 说 的 是 Map 的 个 体 域 
不 含有 M 中 集合 p 之 外 的 对 象 。 最 后 ， 上 述 关 于 知道 的 公理 保证 M 和 Map 的 
认 知 关系 相同 ， 以 致 我 们 的 更 新 运算 实际 上 取 的 是 子 模型 。 

这 个 例子 表明 ， 模 态 的 对 应 分 析 可 以 运用 到 动态 认 知 逻辑 的 研究 领域 ， 用 来 
分 析 含 有 信息 的 事件 族 ， 包 括 部 分 观察 和 隐匿 信息 的 事件 。 尤 其 是 ， 我 们 想 要 表 
明 ， 就 这 一 类 较 复 杂 方 案 而 言 ，( Baltag，Moss & Solecki. 1998) 的 基本 乘积 更 新 
是 某 个 适当 的 抽象 空间 中 仅 有 的 能 满足 一 般 DEL 归 约 公理 [E, e] Kp} (PRE, 
一 人 (KLE, fl el ÆA, /~ie |) 的 模型 构造 。 


3.6 信念 修正 的 几何 


人 们 并 非 简单 接受 信息 ， 顺 利 地 更 新 他 们 的 当前 知识 。 还 有 一 些 关于 事实 的 
更 戏剧 化 情景 ， 它 们 挑战 我 们 当前 的 信念 ， 并 导致 信念 修正 动态 过 程 。 在 这 里 ， 
可 以 借用 上 面 提 到 的 方法 。 信 和 念 可 以 被 解释 为 在 模 态 模型 世界 间 的 一 个 相对 合理 
性 。 最 关键 的 模 态 词 的 真 值 定义 为 : 
M, s 性 B,p， 当 且 仪 当 对 所 有 在 序 Axy. Si xy 下 
极 小 的 世界 :有 M, t Hpo 
但 立刻 可 见 ， 这 一 模 态 词 不 能 满足 我 们 的 需要 一 一 而 更 为 一 般 的 条 件 信念 能 帮助 
我 们 “ 预 编码 (pre-encode) ”在 学 习 某 些 事物 时 应 当 有 的 信念 : 
M, s ŒB, (o/y), SBM4WRA fu | M, ub} 中 所 有 关于 
Any. Sis XY WRR t, A M, tHe. 
所 得 到 的 逻辑 就 是 极 小 条 件 句 逻辑 的 标准 原则 。 就 第 5 节 的 “ 硬 事实 ”而 论 ， 容 
易 看 到 下 述 公理 成 立 : 
[!P]B,( o/b) (P—>B,([!P]e/PAL!P]y)) 
但 更 有 意思 的 却 是 主体 对 “ 软 触发 ” (soft triggers) 的 反应 。 这 类 事件 提高 一 个 
命题 的 合理 性 ， 而 不 会 明确 消除 命题 为 假 的 世界 。 这 样 的 触发 不 会 消除 世界 ， 而 
是 会 改变 合理 性 模式 。 
对 这 类 变化 的 一 个 典型 的 反应 是 词典 的 升级 人 已 ， 这 被 看 做 是 一 个 信赖 他 人 
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的 ,或 一 个 理性 的 主体 所 可 能 做 的 事情 。 这 将 使 当前 模型 M 改变 成 MP: 

已 -世界 变 得 比 ” P- 世 界 更 好 ; Æ PAO P 区域 内， 原来 的 序 保留 不 变 。 
对 这 一 模型 改变 运算 的 完全 的 动态 逻辑 可 以 得 到 公理 化 一 一 先 把 下 面 这 个 相 匹 配 
的 模 态 词 引 人 到 语言 中 来 : 

M,sE [TP] oe 当 且 仅 当 MTfTP,s Fo 
然后 ,下 面 的 关键 原则 是 描述 主体 在 就 某 个 软 触 发 P 实施 词典 合理 性 改变 之 后 所 
拥有 的 条 件 信念: 
[ TP]BCo/p) (ECPAT NP]Y) AB([ ff Plo/PALNPIY)) 
Va (E(PAT NP]y) AB([ NP]p/[ NPIy)) 

这 里 ，E 还 是 那个 全 局 的 特 称 模 态 词 一 一 或 者 说 是 一 个 类 似 的 认 知 模 态 词 。 这 
里 ,我 们 不 会 深入 研究 其 可 靠 性 论证 的 细节 。 但 我 们 注意 到 ， 推 广 对 信息 更 新 所 
作 的 分 析 就 能 证 得 一 个 精美 的 模 态 对 应 结果 ， 说 明 我 们 已 经 抓 住 了 它 的 本 质 。 另 
外 ， 我 们 是 在 一 个 由 抽象 关系 改变 运算 香 p 联系 起 来 的 框架 论 域 中 进行 工作 。 

事实 10 公式 [ 全 p]B(g/r)o(E(pAr) AB(q/pAr) V(O (E(pAr) AB(q/ 
r) ) 在 一 个 框架 论 域 中 成 立 当 且 仅 当 运算 多 p 是 辞典 编纂 升级 。 

证 明 : S<, xy EMV H, RINES <, 是 由 词典 升级 产生 的 关系 。 令 r 是 
集合 ix, yl Mq = {x}+。 那 么 我 们 的 公理 的 左 侧 成 立 。 右 侧 有 两 种 情形 。 情 形 
l: x, 7 之 一 是 在 p 中 的 ， 从 而 有 下 面 三 种 情形 : DpAr = jx, yt; RO Iyl; 
RO ix}. MA, Blq/pAr EM PH s ARZ BED, WRN MPA <, 
xy, BHO, WRN y=x, < xy 还 在 M 中 。 情 形 @@ 仅 当 xep 且 ygp 时 
FEA, Alt, MYp 中 所 有 新 的 关系 对 都 满足 词典 新 序 的 描述 。 情 形 @ 是 在 我 
们 有 (ECPAD 且 *x，7y 中 没有 一 个 在 p 中 时 的 情形 。 这 可 以 类 似 地 进行 分 析 ， 
利用 析 取 支 8(gq/r) 的 真 值 。 ， 

反 过 来 ,我们 证 明 所 有 满足 词典 更 新 描述 的 关系 对 都 成 为 新 的 序 。 这 里 举 一 
个 例子 ; 其 他 情形 是 类 似 的 。 假定 xe 了 而 yep。 则 pAr = {x}, Hm, r= 
ix, yf 和 9 = {x|}。 那 么 我 们 有 B(g/r)， 理 由 微不足道 ， 于 是 左 侧 的 公式 [a 
PjB(g/7) 也 成 立 ， 因 为 我 们 假定 我 们 的 公理 对 命题 字母 g,r 的 任意 解释 都 成 
立 一 一 而 且 它 也 告诉 我 们 ， 在 模型 M@hp tb, ix, y) 中 最 好 的 世界 是 在 |x} 中 
的 : BN, <, xy。 国 

另外 ，van Benthrm (2007) 实际 上 更 为 细致 地 分 析 了 这 里 的 技术 细节 。 

在 信念 修正 的 范围 内 ， 这 样 的 对 应 分 析 具 有 进一步 的 吸引 力 ， 因 为 没有 一 个 
单独 的 合理 性 改变 行动 可 以 一 劳 永 逸 地 起 效 。 例 如 ， 较 保守 或 不 太 信 和 赖 他 人 的 主 
体 也 许 会 以 运算 TP 来 应 对 一 个 软 触 发 ， 这 个 运算 仅 把 最 好 的 P- 世 界 放 在 顶 上 而 
听任 其 他 一 切 都 如 同 它 们 在 M 中 那样 。 用 一 个 相 匹 配 的 模 态 词 ， 我 们 为 这 个 新 


+ 226 >- 








3 事情 总 要 翻 过 来 看 | 





的 修正 运算 找到 相应 的 归 约 公理 : 
[ TPIBC p/p) (BC [ TP]y/P) AB([ TPJ@AL T Ply)) 
VCn (BC TP] p)/P) ABUL TPJe/(PAT TP]y))) 
同样 ， 一 个 对 应 论证 将 表明 这 个 公理 决定 了 信念 改变 修正 运算 |P, 
对 应 理论 告诉 我 们 描述 (条 件 ) 信念 改变 的 原则 和 描述 适当 可 定义 的 、 合 
理性 模式 中 的 语义 改变 的 原则 之 间 的 精确 关系 。 因 此 ， 如 同 关于 知识 的 情形 一 
样 ， 我 们 得 到 一 个 信念 及 信念 改变 的 几何 。 


3.7 一 阶 逻 辑 的 模 态 基础 


为 了 显示 对 应 分 析 及 反 向 分 析 的 强大 功能 ， 下 面 举 最 后 一 个 例子 ， 我 们 回 到 
所 有 问题 开始 的 那个 核心 地 带 。 模 态 钦 辑 一 开始 是 作为 标准 一 阶 谓词 加 辑 的 一 个 
扩充 ,或许 一 个 微细 结构 片断 而 出 现 的 。 但 是 ， 大 家 都 知道 ， 那 个 系统 本 身 就 很 
“ 模 态 ”! 考虑 特 称 量词 的 塔 斯 基 子 句 

M, a| 3xe, MHA, Hide | MI : M, osFo。 
里 ， 变 元 指派 a 在 解构 量化 陈述 时 是 必要 的 。 但 是 ， 不 需要 这 么 多 就 能 给 出 一 
阶 量 化 的 组 合 语义 ， 即 下 面 的 抽象 模式 
M, a= dsp, EN, SERB: Rag HM, BEe 

这 里 ， 指 派 成 为 抽象 状态 ， 而 在 a 和 a 之 间 成 立 的 那个 具体 关系 a =, p 则 正好 
成 为 一 个 二 元 关系 R,.。 显 然 ， 这 是 一 个 极 小 的 多 模 态 语言 的 语义 。 这 个 状态 语 
义 有 一 种 独立 的 魅力 。 一 阶 赋值 是 一 个 改变 计算 状态 的 信息 过 程 (van Benthem, 
1996B) ， 而 公式 则 是 从 事实 检验 ， 改 变 某 个 变 项 的 值 等 基本 行动 复合 而 成 。 

于 是 ， 一 阶 逻辑 常见 的 有 效 公式 可 以 分 成 两 组 ， 这 些 有 效 公式 可 以 在 像 
(Enderton, 1972) 那样 的 好 教科 书 中 查 到 。 其 中 一 组 由 极 小 的 模 态 逻辑 组 成 : 
QD 所 有 经 典 的 布尔 命题 定律 ，@@ 模 态 分 配 律 ) Vx(pg 一 yy) 一 (Vxp 一 Vx)， 
@ 模 态 必然 概括 : 若 Hp 则 上 FYxp， 以 及 @ 一 个 将 Jro EKR Van o 的 定义 。 
许多 一 阶 推论 都 可 以 这 样 得 到 描述 。 不 过 现在 ， 我 们 也 能 进一步 考察 一 阶 公 理 ， 
并 卉 清除 此 之 外 这 些 公理 还 说 了 些 什 么 。 我 们 期 望 它们 反映 了 赋值 过 程 的 其 他 
性 质 。 

同样 ， 这 一 切 可 以 用 模 态 框架 对 应 来 阐明 。 全 部 的 讨论 可 见 (van Benthem, 
1997) ， 我 们 这 里 只 引用 几 个 精彩 片段 。 首 先 ， 指 派 中 间 的 那个 特殊 关系 a =,B 
”具有 一 些 普 遍 人 性质 。 这 些 关 系 都 是 等 价 关系 ， 这 一 事实 就 反映 在 诸如 jx jj xg 一 
dap 一 类 有 效 的 85 型 公理 中 。 如 通常 一 样 ， 这 个 公式 对 应 于 传递 性 。 事 实 上 ， 
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做 这 样 的 一 般 假 定 但 对 可 用 指派 集 的 “丰满 度 (falness)” 不 作 任何 存在 性 假定 
的 最 终 系统 ， 把 我 们 引 向 一 个 有 意思 而 仍然 可 判定 的 一 阶 逻 辑 版 本 ， 叫 作 CRS 
(Nemeti，1985 ) ， 跟 广义 的 关系 代数 有 关 。 

但 是 我 们 现在 要 讨论 常见 的 一 阶 逻 辑 的 不 可 判定 性 的 根源 ! 模 态 框架 的 对 应 
理论 帮助 我 们 揭示 这 些 根源 。“ 解 构 ” (Enderton, 1972) 中 其 他 的 一 阶 公理 将 使 
我 们 迅速 地 把 注意 力 集中 到 有 效 的 量词 交换 律 上 来 。 结 果 证 明 这 些 公理 〈 正 好 依 
据 它 们 的 萨 奎 斯 特 形 式 ) 对 应 于 赋值 过 程 的 大 家 熟知 的 重要 的 存在 性 几何 性 质 : 

事实 11 

(1) 3y3xp 一 3xjyg 表达 “通道 逆转 ”: 

VoBy(R.oB & R, By— 38(R,aô & R,5y) 

(2) 3yVxp 一 Vx ve 表达 “汇合 性 ”: 

V aBy(R,o8 & Ray— 36(R,B8 & R75) 
这 样 ， 通 过 返回 到 一 个 较 广 的 语义 结构 类 ， 我 们 为 


B 
谓词 逻辑 有 效 公 式 提 供 了 不 同 的 解释 。 有 些 仍 然 是 a 
普遍 有 效 一 一 但 另 一 些 则 表达 由 所 有 可 用 计算 状态 2 mE 
所 形成 的 空间 的 种 种 特殊 性 质 。 而 且 当 那 个 空间 变 OP es” 


得 足够 丰满 时 ， 拥 有 与 熟知 的 、 不 可 判定 的 铺 砖 问 
题 相连 的 格子 结构 时 ， 我 们 就 得 到 它 的 模 态 理论 的 
不 可 判定 性 。 

但 是 这 样 一 个 较 大 的 论 域 也 带 来 了 进一步 的 回报 。 例 如 ， 在 一 阶 逻辑 的 抽象 
状态 模型 上 可 以 做 出 比 在 标准 塔 斯 基 模 型 上 能 做 出 的 更 多 的 区 别 。 特 别 是 ， 对 于 
代入 算 子 [i/x] 现在 有 独立 的 所 指 。 我 们 也 能 很 自然 地 解释 就 一 阶 逻 辑 的 变 项 
序 组 x 而 言 的 多 元 量词 3x， 利 用 它们 存储 器 中 的 值 的 同时 改变 。 这 样 就 真正 丰 
富 了 一 阶 的 词汇 ， 而 仍 能 保留 抽象 状态 模型 上 的 可 判定 性 (Andreka, et al., 
1998) 。 当 然 ， 模 态 对 应 也 适用 于 分 析 这 个 更 为 丰富 的 语言 中 的 原则 。 


图 4 汇合 性 的 萎 形 


3.8 结 R 语 


当 我 们 把 一 个 业已 确立 的 观点 翻转 过 来 、 回 顾 我 们 选 定 的 模型 ， 并 且 询 问 哪 
种 语义 内 容 依附 于 所 给 定 的 句法 公理 时 ， 模 态 对 应 分 析 也 就 发 生 了 。 这 种 风格 的 
思考 有 时 也 许 看 上 去 很 抽象 ， 但 却 又 有 些 新 奇 的 兴趣 。 我 们 希望 本 文 已 经 表明 我 
们 可 以 验证 给 出 的 公理 是 否 确 实 刻画 了 它们 本 来 应 该 的 样子 ， 由 此 我 们 可 以 为 熟 
悉 的 原则 找到 令 人 惊奇 的 新 内 容 ， 有 时 我 们 还 需要 构造 新 语义 的 个 体 域 和 这 些 域 
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3 事情 总 要 翻 过 来 看 1 








上 的 新 语言 。 在 《 旧 约 全 书 》 中 ， 罗 德 的 妻子 因 回 头 看 而 被 惩罚 。D 这 很 不 公 
正 一 一 不 过 在 钦 辑 中 ,“ 换 个 方向 ”看 问题 只 会 使 我 们 受益 ! 
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附录 一 ”约翰 范本 特 姆 小 传 


简介 

约翰 范本 特 姆 (http: //staff. science. uva. nl) 是 阿姆斯特丹 大 学 逻辑 学 的 
大 学 教授 ， 斯 坦 福 大 学 的 亨利: 瓦尔 德 格雷 夫 斯 图 加 特 (Henry Waldgrave 
Stuart) 哲学 教授 ， 研 究 领域 涉及 模 态 逻 辑 、 时 态 逻 辑 、 科 学 方法 论 、 自 然 语 言 
的 逻辑 语义 及 句法 ， 目 前 主要 感 兴趣 于 计算 、 信 息 流 以 及 交际 的 动态 逻辑 。 他 是 
“逻辑 、 语 言 与 计算 研究 所 (Institute for Logic, Language and Computation) ”的 创 
始 人 ， 该 所 是 数学 系 、 计 算 机 科学 系 、 哲 学 系 和 语言 系 的 一 个 跨 学 科 的 研究 所 ， 
主要 工作 领域 是 信息 的 结构 及 动态 。 他 也 是 欧洲 逻辑 、 语 言 和 信息 协会 Euro- 
pean Foundation of Logic, Language and Information) 的 名 誉 会 员 。 他 已 出 版 的 专 
AA (H) (The Logic of Time, 1983), 《 模 态 逻辑 和 经 典 逻 辑 》 (Modal 
Logic and Classical Logic，1985 ) ,《 人 逻辑 语 义学 论文 集 》 (Essays in Logical Seman- 
tics, 1986), 《行动 中 的 语言 》 (Language in Action, 1991) 以 及 《探寻 逻辑 的 动 
态 性 》 (Exploring Logical Dynamics ，1996) 。 他 目前 主要 的 出 版 物 都 跟 智 能 互动 
这 一 课题 有 关 ， 红 在 探寻 逻辑 、 计 算 机 科学 和 博弈 论 的 交叉 。 他 已 发 表 了 约 450 
篇 论文 ， 合 著 了 三 本 教科 书 ， 指 导 了 大 约 60 位 博士 。 他 是 《逻辑 和 语言 手册 》 
(1997) 、《 模 态 逻 辑 手册 》 (2006)、《 空 间 逻 辑 手册 》 (2007) 以 及 《信息 哲学 
手册 》(2007) 的 主编 。 自 1991 年 以 来 ， 他 是 欧洲 科学 院 院 士 。 自 1992 年 以 来 ， 
他 是 荷兰 皇家 艺术 与 科学 院 院 士 。1996 年 他 获得 荷兰 科学 研究 委员 会 (NWO) 
颁发 的 斯 宾 诺 莎 奖 (奖金 100 万 欧元 ) 1998 年 比利时 烈日 大 学 (Université de 
Lidge) 授予 他 名 誉 博士 学 位 。 自 1995 年 以 来 ， 他 是 国际 名 人 的 一 员 。 自 2001 年 
以 来 ， 他 是 国际 哲学 研究 院 (2001 Æ) 成 员 。 自 2002 年 以 来 ， 他 是 荷兰 科学 委 
员 会 的 成 员 。 

从 2004 年 起 ， 范 本 特 姆 任 中 山大 学 客座 教授 。2008 ~ 2009 年 ， 他 任 清华 大 
学 伟 伦 特聘 教授 。 
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研究 传略 

在 20 世纪 70 年 代 ， 范 本 特 姆 研究 模 态 语言 的 数学 模型 论 和 它们 跟 一 阶 膛 
辑 、 高 阶 逻辑 的 联系 ， 提 出 了 一 个 系统 的 、 论 述 框架 类 的 模 态 对 应 理论 。 主 要 结 
果 包 括 初 等 模 态 公式 的 刻画 、 典 范 可 定义 模 态 框架 类 的 刻画 以 及 模 态 可 定义 性 结 
果 疝 二 阶 逻 辑 的 推广 。 这 一 研究 还 引出 模型 之 间 的 互 模拟 的 概念 ， 特 别 是 ， 有 刻 
画 定 理 表明 模 态 语言 是 由 对 互 模拟 不 变 的 一 阶 公 式 所 组 成 (Modal Correspondence 
Theory, 1977; Modal Logic and Classical Logic，1983 ) 。 这 一 工作 在 方法 论 上 的 主 
要 特点 就 在 于 强调 “并 行 观点 ” (tandem view) ， 模 态 观 点 和 经 典 观点 可 以 同时 
用 于 理论 与 实践 。 

1980 年 前 后 ， 范 本 特 姆 转 而 研究 科学 方法 论 中 的 逻辑 方法 ， 发 表 论 述 经验 
理论 模型 论 结构 的 著作 (The Logical Structure of Science, Synthese 51, 1982, 
431 ~472) 。 这 一 倾向 下 较为 专门 的 研究 是 他 对 时 间 和 时 序 推理 的 点 、 段 本 体 论 
的 系统 论述 ， 模 态 方法 和 标准 逻辑 方法 并 重 (The Logic of Time, 1983), 。 近 来 ， 
他 在 空间 和 几何 学 的 逻辑 中 又 重新 考虑 了 这 一 论述 [BA M. Aiello & J. van 
Benthem. A Modal Walk Through Space. Journal of Applied Non-Classical Logics, 2003 , 
12 (3/4), 2003: 319 ~363], 

在 20 世纪 80 年 代 ， 范 本 特 姆 投入 自然 语言 语义 的 逻辑 研究 ， 特 别 强调 广义 
量词 。 他 的 著作 《逻辑 语义 学 论文 集 》 (Essays in Logical Semantics, 1986) 是 关 
于 自然 语言 量词 表达 式 的 表达 力 的 一 个 广泛 的 理论 ， 包 括 依据 单调 性 和 自动 机 复 
杂 性 对 这 一 语汇 所 做 的 第 一 个 系统 的 分 类 结果 。 除 此 之 外 ， 还 有 关于 直接 在 语言 
表层 形式 上 进行 现实 推理 的 第 一 个 “自然 逻辑 ”演算 ， 将 类 型 论 推 导 跟 单调 性 
标记 结合 起 来 。 推 广 由 此 开始 ， 他 紧 接 着 的 研究 计划 是 研究 自然 语言 的 范畴 语 
法 ， 把 它 当 做 一 个 弱 的 子 结构 基础 上 的 证 明 论 来 看 (Language in Action, 1991), 
这 一 工作 的 亮点 是 利用 “线性 兰 姆 达 项 ”所 做 的 关于 自然 语言 意义 复合 的 语义 ， 
关于 在 有 穷 类 型 谱系 中 满足 语义 限制 条 件 的 语言 条 款 的 表达 力 的 研究 ， 以 及 【一 
般 地 ) 证 明 论 和 语法 问题 之 间 的 系统 联系 。 

20 世纪 90 年 代 ， 范 本 特 姆 返回 到 模 态 逻 辑 ， 但 重点 是 在 关于 计算 的 逻辑 上 。 
这 个 时 期 的 一 个 结果 是 ， 将 命令 程序 上 的 正则 一 阶 运算 正确 地 刻画 为 那些 在 一 种 
自然 的 意义 下 对 互 模拟 “安全 ” (safe) 的 运算 。 另 一 个 结果 是 ， 将 模 态 方法 推 
广 到 计算 机 科学 中 进程 等 价 和 一 阶 可 定义 性 的 更 为 一 般 的 模型 论 上 [J. van Ben- 
them & J. Bergstra. Logic of Transition Systems. Journal of Logic, Language and Infor- 
mation, 1995, 3 (4): 247 ~283] 。 此 外 ， 还 利用 有 关 的 模 态 技术 来 寻找 不 可 判 
定 的 经 典 系统 的 可 判定 “核心 版 本 ” (core versions), ， 以 “箭头 逻辑 ” (arrow 
logic) (关系 代数 的 一 种 表达 可 判定 说 法 ) 为 主要 实例 。 这 一 工作 的 另 一 结果 得 

233 . 





附 录 





到 一 阶 逻 辑 的 可 判定 的 模 态 版 本 。 最 后 ， 与 来 自 代数 逻辑 的 观念 相 融 合 ， 发 现 了 
一 阶 逻 辑 的 一 个 新 的 更 大 的 可 判定 部 分 ， 被 称 作 “安保 片段 ” (guarded frag- 
ment) [H. Andréka, J. van Benthem & I. Németi. Modal Logics and Bounded Frag- 
ments of Predicate Logic. Journal of Philosophical Logic, 1998, 27 (3): 217 ~274]. 
这 一 阶段 的 大 部 分 工作 都 收集 在 专著 《探寻 逻辑 的 动态 性 》 (Exploring Logical 
Dynamics, 1996) 中 。 最 近 在 模 态 逻 辑 方 面 的 数学 工作 包括 将 模 态 模型 论 扩 展 到 
无 穷 语言 和 不 动 点 语言 上 (J. Barwise & J. van Benthem. Interpolation, Preserva- 
tion, and Pebble Games, Journal of Symbolic Logic , 1999, 64 (2); 881 ~ 903 和 
J. van Benthem. Minimal Predicates, Fixed-Points, and Definability. Journal of Sym- 
bolic Logic, 2005, 70 (3): 696 ~ 712], 

范本 特 姆 的 较为 普遍 的 研究 兴趣 是 “动态 转向 ” (dynamic turn) ， 把 交流 行 
为 (说 、 问 、 答 )、 信 息 更 新 以 及 信念 修正 变 成 逻辑 理论 的 一 等 公民 。 结 果 ， 所 
有 这 些 东西 都 看 做 多 主体 互动 过 程 ， 特 别 是 ， 可 以 看 成 为 博弈 。 到 2000 年 ， 探 
讨 逻 辑 和 博弈 论 之 间 的 联系 成 为 一 个 主要 的 兴趣 所 在 ， 其 宗旨 在 于 发 展 适 合 二 者 
的 一 个 共同 的 框架 模型 。 斯 宾 诺 莎 奖金 项 目 (Spinoza Award project) “Logic in 
Action” (1996 ~2001) 就 是 这 个 方向 研究 的 一 个 典型 样本 (参看 Logic in Action, 
ILLC，Amsterdam，2002) 。 还 在 发 展 中 的 一 组 讲义 笔记 Logic in Games 是 这 一 框 
架 的 一 个 初次 解说 ， 以 动态 认 知 逻辑 和 诸如 不 动 点 逻辑 一 类 的 相关 系统 为 基础 ， 
同时 引入 一 些 用 于 博弈 论 思考 的 典型 结构 ， 例 如 偏好 、 游 戏 者 的 能 力 以 及 策略 平 
衡 概 念 。 这 一 工作 导致 逻辑 和 博弈 论 之 间 的 新 交 又 [J. van Benthem. Games in 
Dynamic Epistemic Logic. Bulletin of Economic Research, 2001.53 (4); 219 ~248 ] 。 
最 终 ， 这 一 研究 的 雄心 壮志 不 只 是 对 现存 社会 行为 作 逻辑 分 析 ， 而 且 还 想 设 计 比 
较 自 然 的 新 型 博弈 和 社会 程序 。 

这 一 方向 的 研究 结果 体现 为 即将 出 版 的 几 部 专著 : 《信息 和 互动 的 逻辑 动态 
HE) (Logical Dynamics of Information and Interaction) 即将 在 剑桥 大 学 出 版 社 出 版 ， 
《博弈 中 的 逻辑 》 (Logic in Games) 即将 在 施 普 林 格 出 版 社 出 版 。 还 有 ,一 本 辅 
动 性 的 教材 《思想 开放 者 的 模 态 逻辑 》 (Modal Logic for Open Minds) 已 于 2009 
年 在 斯 坦 福 语言 和 信息 研究 中 心 出 版 社 出 版 。 

范本 特 姆 在 阿姆斯特丹 大 学 的 职位 是 贝 特 (Evert Willem Beth) 的 席位 ， 这 
个 席位 开设 于 1950 年 。 贝 特 认为 逻辑 是 介 于 哲学 、 数 学 、 计 算 机 科学 、 语 言 学 、 
社会 科学 和 心理 学 之 间 的 学 科 的 观点 多 年 来 一 直 在 逻辑 、 语 言 与 计算 研究 所 活 牙 
并 发 展 着 。 范 本 特 姆 在 斯 坦 福 大 学 的 职位 同样 是 处 于 多 学 科 的 交叉 ， 依 托 由 巴 威 
斯 (Jon Barwise) . iH (John Perry) 以 及 其 他 人 等 在 20 世纪 80 年 代 开创 的 语 
言 信 息 研究 中 心 。 这 一 学 科 交 叉 的 最 新 发 展 是 大 家 对 逻辑 和 认 知 科学 之 间 的 联系 
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的 浓厚 兴趣 。 

见解 陈述 

逻辑 正在 成 为 对 信息 、 计 算 和 智能 互动 作 一 般 研 究 的 学 科 ， 这 和 远 远 超出 了 认 
为 逻辑 是 研究 “有 效 推论 ”的 传统 狭隘 的 观点 。 逻 辑 正在 利用 多 方面 的 资源 ， 
从 先 验 的 数学 到 认 知 科学 。 我 们 需要 从 证 明和 计算 到 所 谓 的 主体 性 (agency) 的 
研究 议程 的 扩张 ， 这 不 仅仅 是 为 了 证 明 我 们 前 后 一 致 ， 而 且 也 是 为 我 们 今天 的 存 
在 做 辩护 。 我 希望 这 将 为 我 们 带 来 新 的 洞 见 ， 与 至 今 仍 令 人 敬 晨 的 20 世纪 30 年 
代 的 思想 高 蜂 相 媲 美 。 由 此 看 来 ,逻辑 是 有 益 于 整个 学 术 界 的 一 门 核心 学 科 。 我 
的 志向 是 要 使 逻辑 甚至 成 为 中 学 基础 文化 教育 的 一 部 分 ， 并 为 一 般 民众 所 用 。 
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二 、 论 文 : 截至 2009 年 ,大约 450 篇 。 
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(1) RNR 


9 holds/is true at win F gq 在 F 中 的 w 


处 成 立 / 为 真 
入 -abstraction 入 -抽象 
> -consistent .> -协调 的 
1- 饱 和 性 
2- 饱 和 性 


1-saturatedness 


2-saturatedness 


A 


a ramified theory of types “分 枝 类 型 论 
Åberg, C. PHAI 

algebraization ”代数 化 

alternative relation 择 代 关系 
anti-symmetry 反对 称 

arithmetical hierarchy 算术 谱系 
Arrow Logice 箭头 逻辑 

Axiom of Constructibility 可 构造 公理 
Axiom of Reducibility ”可 归 约 公理 
axiomatized by 之 ”由 并 公理 化 的 
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B 


backward-looking ”回顾 


Barcan formula 巴 坎 公式 
Barwise, J. EL RUE 


Barwise-Moschovakis Theorem 巴 威 斯 - 
莫 斯 克 瓦 基 斯 定理 


basic type ”基本 类 型 
Beth-tableaus ” 贝 特 表 列 
Betweenness” 介 于 
Birkhoff, G. HÆR 
bisimulation 互 模拟 
Blok, W.J. 布 洛克 
Bull, R.A. 4738 


Bull’s Theorem AHEM 


C 


典范 的 


canonical modal formula 


canonical 


典范 模 态 公式 
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change the plausibility pattern ”改变 合理 
性 型 式 
Church ，A. 


closed formula 


EÑ 
闭 公式 

closed under disjoint union 
封闭 

共 尾 的 

cofinite RAH 

Compactness Theorem ” 紧 致 性 定理 

完全 的 


complete closure 


对 不 相交 并 


cofinal 


complete 
完全 闭 包 
Completeness Theory 完全 性 理论 
Comprehension Principle 内涵 原则 
conditional belief ”条件 信念 
汇合 性 

connected ”连通 的 

守恒 结果 
conservative ”保守 的 

Craig, W. FER 

克 雷 斯 韦 尔 


confluence 


connectedness 


conservation result 


Cresswell, J. 
切割 
cylindric algebras 柱 代 数 


cut 


D 


D'Agostino，G， 达 戈 斯 蒂 庄 

de Jongh, D. H. J. 德 澜 

de Jongh-Sambin fixed point theorem 
R - 桑 宾 不 动 点 定理 

deconstructing 解构 

Dedekind Axiom 戴 德 金 公 理 

Dedekind Continuity 戴 德 金 连续 性 

Dedekind, J. W. R. RS 








deductive support 演绎 支持 

defaut reasoning 缺 省 推理 
definability theory 可 定义 性 理论 
degree JẸ 

deontic logic 道义 逻辑 

derivability 可 推导 性 

derivability in K K 内 的 可 推导 性 
descriptive 描述 性 的 

direct product 直 积 

disjoint union 不 相交 并 
disjunction-free formula 无 析 取 公式 
Doets, H. C. FER 

d-persistence d-# A PE 

Dummett formula 达 米 特 公 式 
Dummett’s Axiom 达 米 特 公理 
dynamic epistemic logic 动态 认 知 逻辑 


E 


evaluation 赋值 

earlier than A= 

Eggermont, A. 埃 杰 蒙特 

elementary 初等 的 

elementary chain 初等 链 

elementary submodel 初等 子 模型 

end-extension 端 扩 张 

equational variety 等 式 艇 

existence 存在 

existentially restricted L-formulas 特 称 受 
BRAJ L-AIR 

existents 存在 物 
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上 


Facchini, G. 法 基尼 

falsum 恒 假 

filtration HE 

filtration lemma 过 滤 引 理 
filtration with respect to > FAX} F E AK 
Fine, K. 法 因 

finite model property 有 穷 模 型 性 
Finiteness Lemma 有 穷 性 引 理 
first-order complete 一 阶 完全 的 
first-order definability 一 阶 可 定义 性 
first-order definable 一 阶 可 定义 的 
Fitch, F. B. 4E4F 

Fitting, M. #7 

fixed point 不 动 点 

fixed point operators 不 动 点 算 子 
Flum, J. 弗 卢 姆 

Fraissé, R. #82537 

frame 框架 

full ultraproduct 满 超 积 

fullness 丰满 度 

functional application AIRY FA 


G 


Gabbay, D. 格 拜 

general frame 一 般 框架 
general model 一 般 模型 
general ultraproduct 一 般 超 积 
generalized frame 广义 框架 
generally complete 一般 完全 的 
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generated 生成 的 

generated subframe 生成 子 框架 

generated submodel 生成 子 模型 

generation theorem 生成 定理 

global 全 局 的 

global consequence 全 局 后 承 

global equivalence 全 局 等 值 

Gödel embedding EER RRA 

Gödel, K. BREA 

Goldblatt, R. I. 戈 德 布 拉 特 

Goldblatt-Thomason Theorem 艾 德 布 拉 
F - 托 马 森 定理 

Goranko, V. 芝兰 科 

greatest filtration 最 大 过 滤 

Grzegorczyk, A. 格 热 高 奇 克 

Guenthner, F. JFN 

Gupta, G. 古 普 塔 


H 


Henkin construction = 44434 

Henkin frame of E > WY F 4 He 3, 
HF (2) 

Henkin model of & $ KJ F & M A, 
HM (È) 

Henkin variant 享 金 变 式 

heredity 遗传 性 

Herzberg, L. 赫 效 伯 格 

Heyting, A. 海 丁 

hierarchy 谱系 

homomorphic image 同 态 像 

Horn clauses Æ ATAJ 
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identification 同化 

identity 恒 等 

in the given world 在 给 定 世 界 中 

incomplete 不 完全 的 

individual concept 个 体 概念 

inflationary fix-point 膨胀 不 动 点 

intensional logic AY Riv + 

interchange laws 交换 律 

intermediate logic "p Eh + 

Interpolation Theorem 插值 定理 

invariance 不 变性 

invariance for partial isomorphism 对 部 分 
同 构 不 变 

invariant for disjoint union 对 不 相交 并 
不 变 

invariant for generated subframe 对 生成 子 
框架 不 变 

invariant for generated submodel 对 生成 
子 模型 不 变 

invariant for p-relation 对 p- 关 系 不 变 

irreflexivity 禁 自 返 性 

Isomorphism Lemma 同 构 引 理 


J 


Jacobi FER HE 
Jech, T. ERS 





Keisler, H. J. 凯 斯 乐 

Keisler-Putnam formula 凯 斯 乐 - 普 特 南 
公式 

Konig’s Lemma 柯 尼 希 引 理 

Krabbe, E. C. W. ALN 

Kripke, S. A. 克 里 普 克 


L 


L,-elementary Lo- 初 等 的 
L,-A-elementary Lo-A- 初 等 的 
L,->,-elementary Lo- 区 -初等 的 
Lo- > A-elementary Lo- $, A-W R] 
Lachlan, A. H. 拉克 兰 

Le Bars, J-M. ELH 

Lemmon filtration 菜 蒙 过 滤 
Lemmon, E. J. 莱 蒙 

Lewis, C. L 刘易斯 
lexicographic upgrade 词典 升级 
liminfs 限定 下 确 界 

limsups 限定 上 确 界 
Lindenbaum, A. 林 登 饮 姆 
Lindström, P. Wki TÈ 
link-cutting 链接 切割 

Löb Axiom 洛 伯 公 理 

Löb formula 洛 伯 公 式 

Löb, M. H. 洛 伯 

local 局 部 的 

local consequence 局 部 后 承 
local equivalence 局 部 等 价 
locality 局 部 性 

Los, J. Z. TRY 
Lowenheim-Skdlem Theorem 骆 文 汉 姆 - 
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斯 科 伦 定 理 
Lyndon, R. C. 林 登 


M 


Makinson, D.C. 9% 

McKinsey axiom 麦 肯 西 公理 

many-sorted first-order logic 多 种 类 一 阶 
逻辑 

many-sorted subultraproduct 多 种 类 子 
超 积 

many-sorted ultraproduct 多 种 类 超 积 

material implication 实质 蕴涵 

maximally > -consistent 极 大 了 -协调 的 


m-formula m- 公 于 

M-formula WW- 公式 

minimal modal logic K 极 小 模 态 逻辑 天 

modal algebra 模 态 代数 

modal collapse Fe 25H} h5 

modal definable 模 态 可 定义 的 

modal degree 模 态 度 

modal equivalence 模 态 等 值 

modal formula 模 态 公式 

modal logic 模 态 逻辑 

modal propositional logic 模 态 命题 逻辑 

modal reduction principle 模 态 归 约 原理 

model 模型 

Modus Ponens 肯定 前 件 式 

monadic 一 元 的 

Monk, J. D， 蒙 克 

monotone to the propositional letter p 单调 
于 命题 字母 

Montague, R. 323874 

Mortimer, H. 莫 蒂 默 
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N 


Necessitation 必然 概括 
n-formula n- 公 式 

neighbourhood models 邻 域 模型 
normal 正规 的 


obligatory 义务 
one-sorted 单 种 类 
onto 到 上 

Orey, S. BH 
Otto, M. SAFE 


P 


Pasch Axiom 帕 施 公理 

path reversal 通道 逆转 

Peano Arithmetic 皮 亚 诺 算术 

perfect memory 完美 记忆 

permutation 置换 . 

Perzanowski, J. 佩 扎 诺 夫 斯 基 

Pledger, K. 普 勒 杰 

p-morphism p- 态 射 

polarity 正 负 性 

polyadic quantifiers 多 元 量词 

polynomial transcription 多 项 式 副 本 

positive 正 的 

positive Z-formula allowing universal re- 
striction 允许 全 称 限制 的 正 L-A 

possible world semantics 可 能 世界 语义 

Post, E. 波斯 特 
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potential isomorphism 潜 同 构 

predicate circumscription 谓词 限制 

predicate substructure 谓词 子 结构 

pre-encode 预 编码 

pre-fixed points 前 不 动 点 

p-relation p- 关 系 

prenex normal form 前 束 范式 

preservation class 保持 类 

preserved under disjoint union 对 不 相交 
并 保持 

preserved under generated subframe 对 生 
成 子 框架 保持 

preserved under p-morphic image 对 p- 态 
射 像 保持 

preserved under p-morphism 对 p- 态 射 
保持 

process model 进程 模型 

product update 乘积 更 新 

projection 投射 

proof-generated 为 证 明 而 给 出 的 

propositional quantifier 命题 量词 


public announcement 公开 宣告 


R 


Rabin, M. O. 拉 宾 

Rahman, S. HFE - AE 
re-decribing modalities 再 描述 模 态 词 
reduced products 缩 积 

reduction class 归 约 类 

reflexivity 自 返 性 

relation of accessibility 可 达 关 系 
relative plausibility 相对 合理 性 
restricted formula 受 限 公式 





restricted Ly-formula 受 限 的 万 -公式 
restricted positive formula 受 限 正 公式 


Rodenberg, P. H. 罗 登 伯 格 
S 


Sahlqvist Theorem 萨 奈 斯 特定 理 
Sahlqvist, H. PÆ 
Sambin, I. WE 
saturated 饱和 的 
saturated structure 饱和 结构 
scattering 散射 
Scott formula 斯 科 特 公 式 
Scott ，D， 斯 科 特 
Segerberg, K. 塞 格 伯 格 
semantics consequence 语义 后 承 
Siena school 锡 耶 纳 学 派 
skeleton 构架 
Skolem reduction 斯 科 伦 归 约 
smallest filtration 最 小 过 滤 
Smorynski ，C， 斯 莫 林 斯 基 
soft triggers 软 触发 
Solovay, R. 索 洛 维 
sort 种 类 
Stone representation 斯 通 表 示 
Stone Representation Theorem 斯 通 表 示 
定理 
strict implication 严格 蕴涵 
strongly isotone function 强 保 序 映射 
structure 结构 
subalgebra 子 代 数 
subdirectly irreducible algebras 次 直 积 不 
可 约 代数 
subframe 子 框架 
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submodel 子 模型 

subsistents 独立 存在 物 
substitutability 可 代入 性 
substitution algorithum 代入 算法 
substitution instance 代 和 人 实例 
Substitution Lemma 代入 引 理 
substitution rule 代入 规则 
substitution 代入 

subtype 子 类 型 

succession 延续 性 

syntactically simplest definition 最 简 句 法 


定义 


T 


Tarski, A. 塔 尔 斯 基 

Tarski-Knaster Theorem 塔 斯 基 - 克 纳 斯 
特 尔 定理 

tense logic 时 态 逻 辑 

term of type a 类 型 a 的 项 

term rewriting 项 改写 

the n-hull around w w 的 n- 外 过 

the prime ideal theorem 素 理 想 定 理 

Thomason, S. K. 托 马 森 

tightness 紧密 性 

Tiling Problem 铺 砖 问题 

transfer lemma 转移 引 理 

transitive 传递 的 

transitivity 传递 性 

Tree Lemma 树 引 理 

Troelstra, A. S， 特 鲁 斯 特 拉 

two-way restricted Ly-formulas 双向 受 限 
的 -公式 

type 类 型 
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U 


ultrafilter extension 超 滤 扩充 

ultrameans 超 平 均 

ultraroot 超 根 

universal Horn formula 全 称 霍 思 公 式 

Universal Instantiation 全 称 例 示 

universal relation 全 关系 

universal validity 普遍 有 效 性 

universally restricted positive L-formula 全 
PSC ARIE 工 -公式 

universally valid 普遍 有 效 的 

U-sentence U- 语 句 


y 


valuation 赋值 

value of a in M under f Æ f F a Æ M 中 
的 值 | 

van Benthem, B. 范本 特 姆 

van Benthem, J. 范本 特 姆 

variable 变 项 

Verum 人 恒 真 

Visser, A. 维 施 和 尔 

von Neumann 7 - 详 伊 曼 

von Wright 75 - 赖 特 


W 


weak confluence property 弱 汇 合 性 


well-defined 良 定义 的 
well-ordered 良 序 
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Z 
Zemerlo-Frankel set theory ZF 策 梅 
罗 -弗兰克 尔 集 论 ZF 


(Il) 汉 英 对 照 


入 -抽象 入 -abstraction 

EHEAR, HF (Z) Henkin frame 
of > 

工 的 亭 金 模型 ，HM (>) Henkin model 
of > 

了 -协调 的 > -consistent 

op 在 正中 的 w 处 成 立 / 为 真 pholds/is 
true at w in F 

1- 饱 和 性 1-saturatedness 

2- 饱 和 性 2-saturatedness 

d- 持 久 性 d-persistence 

天 内 的 可 推导 性 derivability in 天 

-A- 初 等 的 [0- A-elementary 

Lo-A- 初 等 的 L0-A-elementary 

Lo- -JER [0- -elementary 

0- 初 等 的 Lo-elementary 

m- 公 式 m-formula 

WM- 公式 M-formula 

n- 公 式 n-formula 

pp- 关系 p-relation 

Pp- 态 射 p-morphism 

U- 语 名 U-sentence 


w 的 n- 外 过 the n-hull around w 
A 


阿 伯 格 Aberg. C. 





埃 杰 蒙特 Eggermont, A. 
奥 雷 Orey, S. 
奥 托 Otto, M. 


B 


巴 坎 公式 Barcan formula 

巴 威 思 Barwise, J. 

巴 威 斯 - 莫 斯 克 瓦 基 斯 定理 Barwise- 
Moschovakis Theorem 

HÆR Birkhoff, G. 

饱和 的 saturated 

HFIZ saturated structure 

保持 类 preservation class 

保守 的 conservative 

贝 特 表 列 Beth-tableaus 

必然 概括 Necessitation 

闭 公 式 closed formula 

ASI variable 

波斯 特 Post, E. 

不 变性 invariance 

不 动 点 fixed point 

不 动 点 算 子 fixed point operators 

不 完全 的 incomplete 

不 相交 并 disjoint union 

Apt Bull, R. A. 

HIEM Bull’ s Theorem 

布 洛克 Blok, W. J. 


C 


策 梅 罗 - 弗兰克 和 尔 集 论 ZF Zemerlo- 
Frankel set theory ZF 


播 值 定 理 Interpolation Theorem 
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超 根 ultraroot 

超 滤 扩充 ultrafilter extension 

超 平 均 ultrameans 

乘积 更 新 product update 

初等 的 elementary 

初等 链 elementary chain 

初等 子 模 型 elementary submodel 

传递 的 transitive 

传递 性 transitivity 

词典 升级 lexicographic upgrade 

次 直 积 不 可 约 代 数 subdirectly irreduci- 
ble algebras 

存在 existence 

存在 物 existents 
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达 戈 斯 蒂 诺 D'Agostino G. 
达 米 特 公 理 Dummett’s Axiom 
达 米 特 公 式 Dummett formula 
代入 substitution 
代入 算法 substitution algorithum 
代 人 规则 substitution rule 
代 人 实例 substitution instance 
代入 引 理 Substitution Lemma 
代数 化 algebraization 
戴 德 金 Dedekind, J. W. R. 
戴 德 金 公理 Dedekind Axiom 
戴 德 金 连续 性 Dedekind Continuity 
单调 于 命题 字母 p monotone to the propo- 
sitional letter p 

单 种 类 one-sorted 
到 上 onto 
道义 逻辑 deontic logic 
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tik de Jongh, D. H. J. 

WIR - 桑 宾 不 动 点 定理 De Jongh- 
Sambin fixed point theorem 

等 式 艇 equational variety 

典范 的 canonical 

典范 模 态 公式 canonical modal formula 

BASU AZ dynamic epistemic logic 

独立 存在 物 subsistents 

杜 茨 Doets, H. C. 

度 degree 

端 扩张 end-extension 

对 p-K AA invariant for p-relation 

对 p- 态 射 保持 preserved under p-mor- 
phism 

对 p- 态 射 像 保持 preserved under p-mor- 
phic image 

对 不 相交 并 保持 
disjoint union 

对 不 相交 并 不 变 invariant for disjoint u- 
nion 

对 不 相交 并 封闭 closed under disjoint u- 
nion 

对 部 分 同 构 不 变 invariance for partial i- 
somorphism 

对 生成 子 框架 保持 preserved under gen- 
erated subframe 

对 生成 子 框架 不 变 invariant for genera- 
ted subframe 

对 生成 子 模型 不 变 invariant for genera- 
ted submodel 

多 项 式 副 本 polynomial transcription 

多 元 量词 polyadic quantifiers 

多 种 类 超 积 many-sorted ultraproduct 

£ fh Æ% — pr £ $ many-sorted first- 
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法 因 Fine, K. 

反对 称 anti-symmetry 
范本 特 姆 van Benthem, B. 
范本 特 姆 van Benthem, J. 
菲 奇 Fitch F. B. 

费 丁 Fitting, M. 
分 枝 类 型 论 a ramified theory of types 
丰满 度 fullness 

Yh + HARF von Wright 

5 - WP von Neumann 
38H Fraissé, R. 

弗 卢 姆 Flum, J. 

赋值 evaluation 

赋值 valuation 
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改变 合理 性 型 式 change the plausibi- 
lity pattern 

内 特 纳 Guenthner, F. 

戈 德 布 拉 特 Goldblatt, R. I. 

戈 德 布 拉 特 - 托 马 森 定理 Coldblatt-Tho- 
mason Theorem 

XP Goranko, V. 

哥 德 尔 Gödel, K. 

WEERA Gödel embedding 

格 拜 Gabbay D. 

格 热 高 奇 克 Grzegorczyk, A. 
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个 体 概念 individual concept 
公开 宜 告 public announcement 
HÆK cofinal 

构架 skeleton 

古 普 塔 Gupta, G. 

广义 框架 generalized frame 

归 约 类 reduction class 

过 滤 filtration 

过 滤 引 理 filtration lemma 


H 


海 丁 Heyting A. 

PRN FY functional application 
赫 效 伯 格 Herzberg, L. 
B45 Henkin variant 
449% Henkin construction 
恒 等 identity 

恒 假 falsum 

恒 真 verum 

互 模拟 bisimulation 

回顾 backward-looking 
汇合 性 confluence 

EATA Horn clauses 


J 


基本 类 型 basic type 

RKE- maximally > -consistent 
WARE K minimal modal logic K 
箭头 逻辑 Arrow Logic 

交换 律 interchange laws 

结构 structure 

解构 deconstructing 
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介 于 Betweenness 

紧密 性 tightness 

紧 致 性 定理 Compactness Theorem 
进程 模型 process model 

禁 自 返 性 irreflexivity 

局 部 的 local 

局 部 等 价 local equivalence 

局 部 后 其 local consequence 

局 部 性 locality 


K 


凯 斯 乐 Keisler, H. J. 

凯 斯 乐 - 普 特 南 公 式 Keisler-Putnam for- 
mula 

坎 格 尔 Kanger, S. 

柯 尼 希 引 理 Konig’ s Lemma 

可 达 关 系 relation of accessibility 

可 代入 性 substitutability 

可 定义 性 理论 definability theory 

可 构造 公理 Axiom of Constructibility 

可 归 约 公理 Axiom of Reducibility 

可 能 世界 语义 possible world semantics 

可 推导 性 derivability | 

克拉 贝 Krabbe, E. C. W. 

克 雷 格 Craig, W. 

克 雷 斯 韦 尔 Cresswell, J. 

克 里 普 克 Kripke, S. A. 

肯定 前 件 式 Modus Ponens 

框架 frame 


HÆ Rabin, M. O. 
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拉 赫 曼 Rahman, S. 
拉克 兰 Lachlan, A. H. 
3€52 Lemmon, E. J. 

莱 蒙 过 滤 Lemmon filtration 
勒 巴 斯 Le Bars, J-M. 

类 型 type 

类 型 a 的 项 term of type a 
连通 的 connected 

连通 性 connectedness 

链接 切割 link-cutting 

良 定 义 的 well-defined 

良 序 well-ordered 

邻 域 模型 neighbourhood models 
林 登 Lyndon R. C. 

PRE HAG Lindenbaum, A. 
林 斯 特 龙 Lindstrom, P. 
刘易斯 Lewis, C. I 

罗 登 伯 格 Rodenberg P. H. 
洛 伯 Löb, M. H. 

洛 伯 公 理 Löb Axiom 
洛 伯 公 式 Lob formula 
骆 文 汉 姆 -斯 科 伦 定 理 Lowenheim- 


Skélem Theorem 


M 


344% Makinson, D. C. 
麦 肯 西 公理 McKinsey axiom 
满 超 积 full ultraproduct 

蒙 克 Monk, J. D. 

蒙 塔 古 Montague, R. 

描述 性 的 descriptive 

命题 量词 propositional quantifier 
模 态 代数 modal algebra 
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模 态 等 值 modal equivalence 

EASE modal degree 

模 态 公式 modal formula 

模 态 归 约 原理 modal reduction principle 
模 态 可 定义 的 modal definable 

模 态 逻辑 modal logic 

模 态 命题 逻辑 modal propositional logic 
HAPHE modal collapse 

模型 model 

BEASER Mortimer, H. 


N 


AME intensional logic 
内 涵 原 则 Comprehension Principle 


P 


帕 施 公理 Pasch Axiom 

佩 扎 诺 夫 斯 基 Perzanowski, J. 
膨胀 不 动 点 inflationary fix-point 
皮 亚 诺 算 术 Peano Arithmetic 
铺 砖 问题 Tiling Problem 
普遍 有 效 的 universally valid 
普遍 有 效 性 universal validity 
287K Pledger, K. l 
谱系 hierarchy 


Q 


前 不 动 点 pre-fixed point 

前 束 范式 prenex normal form 

湾 同 构 potential isomorphism 
强 保 序 映射 strongly isotone function 





切割 cut 

fe# Church, A. 

全 称 震 恩 公式 universal Horn formula 

全 称 例 示 Universal Instantiation 

全 称 受 限 正 L- 公 式 universally restricted 
positive L-formula 

全 关系 universal relation 

全 局 的 global 

全 局 等 值 global equivalence 

全 局 后 承 global consequence 

缺 省 推理 defaut reasoning 
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软 触发 soft triggers 
弱 汇 合 性 weak confluence property 


S 


ME Sambin, I. 

萨 奎 斯 特 Sahlqvist H. 

萨 奎 斯 特定 理 Sahlqvist Theorem 
塞 格 伯 格 Segerberg, K. 

散射 scattering 

生成 的 generated 

生成 定理 generation theorem 
生成 子 框架 generated subframe 
生成 子 模型 generated submodel 
时 态 逻 辑 tense logic 

SE Ji ZY material implication 
守恒 结果 conservation result 

受 限 的 -公式 restricted L)-formula 
受 限 公式 restricted formula 


受 限 正 公 式 restricted positive formula 
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树 引 理 Tree Lemma 

双向 受 限 的 0- 公 式 two-way restricted 
Lo-formulas 

斯 科 伦 归 约 Skjlem reduction 

斯 科 特 Scott, D. 

斯 科 特 公 式 Scott formula 

斯 莫 林 斯 基 Smorynski C. 

斯 通 表 示 Stone representation 

斯 通 表 示 定 理 Stone Representation The- 
orem 

素 理想 定理 the prime ideal theorem 

ARIS A arithmetical hierarchy 

缩 积 reduced products 

索 洛 维 Solovay, R. 


T 


塔 尔 斯 基 Tarski, A. 

塔 尔 斯 基 - 克 纳 斯 特 尔 定理 Tarski-Kn- 
aster Theorem | 

特 称 受 限 的 上 -公式 existentially restricted 
L-formulas 

特 鲁 斯 特 拉 Troelstra, A. S. 

条 件 信 念 conditional belief — 

通道 逆转 path reversal 

同 构 引 理 Isomorphism Lemma 

同化 identification 

同 态 像 homomorphic image 

投射 projection 

托 马 森 Thomason, S. K. 
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完美 记忆 perfect memory 
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完全 闭 包 complete closure 

完全 的 complete 

完全 性 理论 Completeness Theory 
维 施 尔 Visser, A. 

谓词 限制 predicate circumscription 
谓词 子 结构 predicate substructure 
为 证 明 而 给 出 的 proof-generated 
沃 斯 Los, J. Z. 

无 析 取 公式 disjunction-free formula 


X 


锡 耶 纳 学 派 Siena school 

限定 上 确 界 limsups 

限定 下 确 界 liminfs 

相对 合理 性 relative plausibility 

HXT F E AIi yë filtration with respect 
to > 

项 改写 term rewriting 


Y 


FEAT HE Jacobi 

延续 性 succession 

JARAMA strict implication 

演绎 支持 deductive support 

耶 克 Jech, T. 

一 般 超 积 general ultraproduct 

一 般 框架 general frame 

一 般 模型 general model 
一 般 完全 的 generally complete 
一 阶 可 定义 的 first-order definable 
一 阶 可 定义 性 first-order definability 
一 阶 完全 的 first-order complete 





一 元 的 monadic 

遗传 性 heredity 

义务 obligatory 

由 王公 理化 的 axiomatized by ¥ 

有 穷 模型 性 finite model property 

有 穷 性 引 理 Finiteness Lemma 

余 有 穷 的 cofinite 

语义 后 承 semantics consequence 

预 编码 pre-encode 

允许 全 称 限制 的 正 L- 公 式 positive L-for- 


mula allowing universal restriction 
Z 


再 描述 模 态 词 re-decribing modalities 

在 给 定 世 界 中 in the given world 

在 f 下 a 在 M 中 的 值 value of a in M 
under f 

4A earlier than 
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择 代 关系 alternative relation 

正 的 positive 

正 负 性 polarity 

正规 的 normal 

直 积 direct product 

置换 permutation 

中 间 逻 辑 intermediate logic 

种 类 sort 

柱 代 数 cylindric algebras 

转移 引 理 transfer lemma 

FARA subalgebra 

子 框 架 subframe 

子 类 型 subtype 

子 模型 submodel 

自 返 性 reflexivity 

最 大 过 滤 greatest filtration 

最 简 句 法 定义 syntactically simplest defi- 
nition 


最 小 过 滤 smallest filtration 
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